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POKYNY KE STUDIU

IDENTIFIKACE SYSTEMU
Pro pfedmét 5. semestru oboru B3922. Automatizace a pocitacova technika v primyslu

integrované skriptum pro distan¢ni studium obsahujici i pokyny ke studiu
CD-ROM s doplitkovymi animacemi vybranych ¢asti kapitol
harmonogram prub¢éhu semestru a rozvrh prezencni ¢asti

rozdéleni studenttl do skupin k jednotlivym tutoriim a kontakty na tutory
kontakt na studijni oddéleni

Prerekvizity
Predmét nema zadné prerekvizity.
Cilem predmétu

Predmét seznamuje posluchace s metodami vytvareni matematického popisu systémil pro
ucely syntézy jejich fizeni. Jsou probrany metody matematicko-fyzikalni analyzy a zejména
pak metody experimentalni identifikace. Pozornost je vénovana deterministickym zplisobim
identifikace 1 identifikaci s ndhodnym priibéhem vstupnich veli¢in identifikovanych systémd,
dale pak metodam jednorazové i pribézné adaptivni identifikace. Zavér latky je vénovan
zakladim stochastického modelovani a zdkladnim statistickym metoddm identifikace
systémdl.

Po prostudovani modulu student bude umét formulovat zakladni metody vytvareni
matematického popisu dynamickych systémiti pro ucely simulace a syntézy jejich fizeni.
Student ziska ptehled o zakladnich metoddch matematicko-fyzikalni analyzy a metodach
experimentalni identifikace. Student bude umét analyzovat redlné dynamické systémy a pro
jejich matematicky popis pouzit vhodné identifika¢ni metody.

Pro koho je predmét urcen

Modul je zatazen do bakalatského studia oboru B3922. Automatizace a pocitacova technika v
pramyslu, FMMI studijniho programu 3902R040, ale miize jej studovat i1 zdjemce
z kteréhokoliv jiného oboru, pokud spliiuje pozadované prerekvizity.

Skriptum se dé€li na casti, kapitoly, které odpovidaji logickému déleni studované latky, ale
nejsou stejné obsahlé. Predpokladana doba ke studiu kapitoly se mtize vyrazné liSit, proto jsou
velké kapitoly déleny dale na ¢islované podkapitoly a t¢ém odpovida nize popsana struktura.

Pri studiu kazdé kapitoly doporucujeme nasledujici postup:

@ Cas ke studiu: xx hodin

Na tivod kapitoly je uveden &as potiebny k prostudovani latky. Cas je orientaéni a mize vam
slouzit jako hrubé voditko pro rozvrzeni studia celého predmétu ¢i kapitoly. Nékomu se Cas
muze zdat ptili§ dlouhy, nékomu naopak. Jsou studenti, ktefi se s touto problematikou jesté
nikdy nesetkali a naopak takovi, ktefi jiz v tomto oboru maji bohaté zkusenosti.



@ Cil: Po prostudovani tohoto odstavce budete umét

® popsat ...
® definovat ...

® vyyresit ...

Ihned potom jsou uvedeny cile, kterych mate dosdhnout po prostudovani této kapitoly —
konkrétni dovednosti, znalosti.

LI Vyklad

Nasleduje vlastni vyklad studované latky, zavedeni novych pojmu, jejich vysvétleni, vse
doprovazeno obrazky, tabulkami, feSenymi ptiklady, odkazy na animace.

2 Shrnuti pojmu 1.1.

Na zavér kapitoly jsou zopakovany hlavni pojmy, které si v ni mate osvojit. Pokud nékterému
z nich jesté nerozumite, vrat'te se k nim jesté jednou.

€D | oOtazky 1.1.

Pro ovéfeni, ze jste dobte a upIné latku kapitoly zvladli, mate k dispozici nékolik teoretickych
otazek.

|
i,

:@: Ulohy k Feseni 1.1.

Protoze vétSina teoretickych pojmt tohoto pfedmétu ma bezprostiedni vyznam a vyuziti
v databazové praxi, jsou Vam nakonec piedkladany i praktické ulohy k feSeni. V nich je
hlavni vyznam pfedmétu a schopnost aplikovat Cerstvé nabyté znalosti pii feSeni redlnych
situaci hlavnim cilem pfedmétu.

ﬂgﬂ KLIC K RESENI

Vysledky zadanych piikladi i1 teoretickych otdzek vySe jsou uvedeny v zavéru ucebnice
v Kli¢i k feseni. Pouzivejte je az po vlastnim vytesSeni uloh, jen tak si samokontrolou ovéfite,
ze jste obsah kapitoly skute¢né uplné zvladli.

Uspésné a piijemné studium s touto u€ebnici Vam pieji autofi vyukového materialu

Milan Vrozina - Zora Jan¢ikova - Jifi David



OBSAH

1. IDENTIFIKACE V PROCESU POZNANI ....uoueveeeeerereeesereessssensssssssnens T

L1, ZAKIAANT POJINIY..eriiiiieriiiieiieiiesee et et et et e teseaeeeseesbeeseessaessaessseasseesseesseesssesssesssennseenseensenns 7
1.2, Identifikace V ProCESU FIZENT ......cevuvieiiieiiiieciie ettt stee et et e e tee e e ebae e abeeebeeeaseesnreaens 11
1.3, Klasifikace MOAEIT.......cc.eoiuiiuieieiieee ettt st 12
1.4, Uloha identifiIKACE ............oveveeeeeeeeeeeeseeieee e 18
1.5.  Identifikace struktury a parametril SOUSEAVY .......ceerierirrueriieenieenieesieesieeeeeeieeteeseeesseeseeeseees 21
2. METODY IDENTIFIKACE .....iiiiininnniiccsssssnsiccssssssssesssssssssssssssssssssssssse 24
2.1. Zaklady metod identifiKace ..........cociiiiiiieciiiieiie ettt e 24
2.2.  Identifikace metodou matematicko-fyzikalni analyzy ..........c.ccceevrvevievienienieniecie e, 24
2.3.  Zaklady Laplaceovy tranSfOrmace ...........cceecuieeiieriiereeseeseesiesreereeieesseesseessnesssesssesssessseenns 26
2.4, Postup pii sestavovani analytickych modelll..........cccovveviiiiiiiiniiicicceeee e, 39
2.5.  Priklady sestavovani analytickych modell jednoduchych objektl..........cccoevvveviveniennennnnann, 43
2.6.  Experimentalni metody identifikace...........cceviiriieiiieiieiieierese e 56
2.7.  Rozdéleni experimentalnich identifikacnich metod ...........ccccoviieiiiiieiiinii e, 57
2.8.  Volba identifika¢ni metody ................................................................................................... 62
3. DETERMINISTICKE METODY IDENTIFIKACE.......ccccoeveuerrererennene 63
3.1.  Vyjadfeni matematického popisu spojitych linearnich soustav .........ccccceevveveveneriecreecieenneenne. 63
3.2.  Vstupni signaly uzivané v deterministické identifikaci..........cc.ccoceevininniininieniiicee, 65
3.3.  Popis linearni diferencialni TOVIICT ........cccviiiiiieiiieiiie ettt ere e sve e e e e sevee e 71
3.4. Rozdéleni zékladnich linearnich dynamickych soustav .........ccccccvvvevieviievienienieniecreeveene, 76
3.5. Urcovani statickych a dynamickych vIastnosti SOUStav ..........cccccevevvrciiereerienieenienieereeene 90
3.6.  Aproximace pfechodovych charakteriStik...........ccoovieiieriiriiiiiiieeie e 92
3.7.  Urceni koeficientt diferencialni rovnice metodou postupné integrace. .........ccccceveeevveenneen. 108
4. STATISTICKE METODY IDENTIFIKACE .....uuueereerernnecrerencrenene 117
4.1.  Popis soustavy diferencni rovnici a pfenosem ve tvaru Z-0brazu...........c.cceeeveevveerreerreennnns 119
4.2, Z- tTANSTOTINACE ..ooueitieiieieiieeie ettt ettt et b et e st sb et b eaee b b et e 119
4.3.  Vztahmezi L a Z transformaci..........cooeeiuieiiiniiiieie ettt 122
4.4, ] Z— pfenos’ ................ ST s S AR 127
5. NAHODNA VELICINA A NAHODNE PROCESY ...ueeeereiccccssssscnsss 129
5.1.  Zakladni pojmy z teorie pravdépodobnosti a statistiky dle normy CSN ISO 3534............ 129
5.2, NAROANA VEIICINA ......viiiiiiiiiiiciee ettt ettt e et e b e e e teeeeeseeevee e tseeseseeensaeesasens 131
5.3, Vicerozmeroveé ndhodng VEIICINY ......cc.eeeciiiiiiiiiiiieeiiieeiee ettt eree e e sreeeaveeseveeesaaeeseneas 139
5.4, KoOVarianCni MAIC......cccueeuierueiriieritenie ittt ettt sttt ettt et e s bt e sbeesaeesateebeesbeesbeesaeenan 145
5.5.  Stacionarnost a ergodi¢nost nAhodn€ho ProCesu. .........cevivviriiieeriierierieeieee e 150
5.6, BIIY SUIM oottt ettt ettt ae et e eat e teene et nse e 155
5.7.  Prlchod realizace SENP linearni SOUSEAVOUL...cvvooieieiisnis s 157
6. PREHLED STOCHASTICKYCH METOD.......ccooeveeerereerererecsesersenese 159
6.1.  Formulace stochastickych MOdEIT. ..........cccieviiiiiiiiieiieiesee e 159
6.2.  Metody pro odhad parametrlh .........c.eecuierueeriierieiie ettt et ettt st et naee 163
6.3. Metoda nejmMenSICh CEVEICTL......ueiiiuiieiiieeiie ettt ettt e e e b e etveeseseeesaaeesaneas 167
6.4. Metoda korelacni analyzy (MEKA).......ccccoveeiieeiieiieieeeree ettt sreere e seee 174

Dalsi zdroje - LITERATURA: .....cociiiiiieieet ettt ettt st st 177






Identifikace v procesu poznani

1. IDENTIFIKACE V PROCESU POZNANI

1.1. Zakladni pojmy

@ Cas ke studiu: 1 hodinu

@ Cil Po prostudovani tohoto odstavce budete umét

¢ definovat pojem identifikace, apriorni a aposteriorni informace, model.
e popsat.vstup a vystup systému, operator transformace, objekt identifikace.

LLIJ| Vyklad

Predpokladem efektivniho fizeni dané¢ho objektu je znalost jeho vlastnosti. Je ziejmé, ze ma-li byt
fizeni optimalni, je nutné piesné znat vlastnosti fizeného objektu. Proto je velky zajem vénovan tvorbé
matematickych modeld objekti fizeni, protoze tyto modely jsou zakladem pro tvorbu fidicich systémil,

pti vybéru algoritmt fizeni apod.

Matematické modely nemaji zakladni vyznam jen v oblasti fizeni, kybernetiky, systémového
inzenyrstvi nebo v jinych technickych védach, ale dnes jiz ve vét§in€é védnich disciplin, protoze
predstavuji nejen vhodnou formu na vyjadieni poznatkii o zkoumanych objektech a jevech, ale spolu s
prostredky vypocetni techniky pifedstavuji velmi efektivni nastroj k jejich dalsimu a hlubSimu

zkoumani.

Proces tvorby modelu nazyvame modelovani, coz je popis vySetfovanych objektd z
kvantitativni i z kvalitativni stranky. Pfi sestavovani modelu se realny objekt zjednodusuje,
schematizuje a ziskané schéma se popisuje v zavislosti na slozitosti objektu pomoci uréitého
matematického formalniho aparatu. Model musi uvazovat vSechny -charakteristické vlastnosti
zkoumaného procesu a je nutno z né¢j vyloucit vlastnosti nepodstatné, které by délaly model slozitym a
analyzu modelu téZkopadnou. Metody ztotoznéni modelu s vySetfovanym objektem jsou predmétem

(cilem) védni discipliny, ktera se nazyva identifikace.

Identifikace je proces urCovani matematického popisu (modelu) redlného systému. Je to
¢innost, pti které urCujeme strukturu a parametry modelu. Strukturou rozumime fad a zvoleny typ
diferencialni ¢i diferencni rovnice (linearni, nelinearni rovnice, typ nelinearity atd.) nebo soustavu

7




Identifikace v procesu poznani

téchto rovnic, spojity nebo diskrétni pfenos se zvolenymi stupni polynomu v citateli a jmenovateli,
ktery matematicky vyjadiuje zavislost vystupniho signdlu na signalu vstupnim. Parametry pak
rozumime koeficienty téchto rovnic nebo pienosi. V ptipadé uréovani struktury hovoifime o
strukturalni identifikaci, tzv. identifikaci v §ir§$im smyslu a pii urovani parametrit modelu o
parametrické identifikaci neboli o odhadu parametrt, tzv. identifikaci v uzsim smyslu. Identifikace a

modelovani jsou tedy procesy, které se navzajem prolinaji.

Kone¢nym cilem identifikace a modelovani je vytvofit takovy model systému, definovany na
objektu, aby chovani modelu bylo v jistém smyslu stejné jako u realného systému za stejnych
provoznich podminek. Je tieba si uvédomit, ze objekt je obklopen prostfedim (okolim), pti¢emz objekt
a okoli jsou v neustalé interakci. Kdyz hovotime o identifikaci, tj. ztotoZznéni modelu se systémem,
potom apriori predpokladame, Ze systém a model nejsou identické. Jedna se vzdy o jistou aproximaci,

ktera transformuje skute¢nost do abstraktniho svéta matematiky.

V procesu identifikace a modelovani hraje nemalou tlohu tvoiivy intelekt zkoumajici dany
systém, coZ je mozné chéapat jako soucast analyzy identifikovaného systému. Clovék uréuje hledisko
identifikace, urcuje jeji cil (k jakému ucelu bude modelu pouzito, zda k simulaci nebo k fizeni daného

objektu), rozlisuje podstatné od nepodstatného a vytvaii tak prvni zjednodusenou reprezentaci objektu.

Dutlezitou ulohu pii procesu identifikace sehrava samotna identifikace informace, ktera se o
objektu ziskava na zakladé jeho pozorovani, coz se pfevazné déje méfenim, které se kvantifikuje,
uchovava a pii konkretizaci modelu se zndmymi a vhodnymi prostfedky a postupy zpracovava. Tuto
informaci Casto nazyvame aposteriorni informaci (ziskanou méfenim), protoze byla ziskana na
zakladé skutecného pozorovani daného konkrétniho procesu, na rozdil od apriorni informace
(pfedem dana), kterou je mozno charakterizovat jako existujici poznatky nahromadéné lidstvem pii
pozorovani celé tridy piibuznych tiid objekti, do kterych zkoumany objekt (a tedy i systém) patii.
Tyto poznatky jsou uspotradany v uceleny soubor a piedstavuji bohatsi informaci, neZ je mozno ziskat
z aposteriorni informace na daném zkoumaném objektu. Tato informace pfitom existuje apriori a ma
rozhodujici vyznam pii odhadu struktury modelu. Aposteriorni a apriorni informace piedstavuji
uplnou informaci o systému. Zatimco apriorni informace ma kvalitativni charakter, aposteriorni

informace ma spiSe charakter kvantitativni.

Ztotoznéni (identifikace) modelu se systémem definovaném na objektu ve své podstaté
predstavuje kvantitativni problém, protoze nejéastéji provadime odhad parametrii modelu pro jiz
vybranou strukturu. V tomto ptipadé hovofime o parametrické identifikaci, kterou feSime pouzitim
formalnich prostiedkt, tj. pomoci vhodnych a osvédéenych algoritmii, které zpracovavaji aposteriorni

informaci algoritmickou formou.
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Uspésnost procesu modelovani a identifikace tedy zavisi na n¢kolika faktorech, které spocivaji
ve vhodném vybéru apriorni informace, aposteriorni informace a identifika¢niho algoritmu, v némz je

obsazeno i hodnotici kritérium pro verifikaci modelu se skute¢nosti.

Model je zobrazenim podstatnych vlastnosti redlného (nebo konstruovaného) systému, které
ve vhodné formé vyjadiuje informaci o systému. Musi vyjadfovat vztahy pficiny a nasledku. Pfi¢ina a

nasledek jsou spolu prostfednictvim systému vazany operatorem transformace F,,.

Schématicky miizeme tento vztah vyjadfit:

pfiCina | sYSTEM | nasledek .
— " — okoli

okoli (Fo)

Obr. 1 Vztahy systému a okoli

Popis tohoto uspotadani budeme nazyvat modelem. Pfitom je jedno, pomoci jakého
vyrazového prostfedku je tento popis proveden. Muze byt proveden matematickymi rovnicemi,

formou grafii, tabulek, algoritmem, ale také jen slovné.

Popis 1ze formalizovat:

okoli U [ MODEL | ¥ okoli

Obr. 2 Formalizace popisu modelu systému
Na obr. 2 jsme oznacili:

pric¢inu U vstup modelu,

nasledek Y vystup modelu.
Vazbu mezi vstupem a vystupem modelu lze zapsat ve tvaru:

Y=F(U) @)

wrwe

Toto pravidlo F nazveme operatorem modelu.

Uloha identifikace spo¢iva v uréeni (syntéze) operitoru modelu F, tj. v provedeni
vyhodnoceni méfeni a urceni odhadu operatoru F tak, aby v uréitém pfedem definovaném smyslu byl

blizky skute¢nému operatoru F,.
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Objekt identifikace pak mtizeme zndzornit:

Vi \'/) Vk

0 — ——— i

Uy —— SYSTE M Y2

u, —— F———
Ym

Obr. 3 Objekt identifikace

Pro vektory U, V, Y plati:

U = (uj, up,....... Uy) ... mefitelné vstupy
Y=05nY0e V) e m¢éfitelné vystupy
V= vy Vi) e poruchové vstupy

Model realného systému je vzdy spojen se zjednoduSenim

a zanedbanim nepodstatnych

detaild realného systému, protoze realna skute¢nost mize byt lidskym pozorovatelem vystizena jen do

ur¢ité miry. Prave tato mira rozhoduje, jak pfesné bude model vystihovat chovani realného objektu,

ale soucCasné urcuje jeho slozitost a tim i praktickou pouzitelnost (napf. co nejpiesnéjsi popis chovani

redlného systému by mohl vést k tak slozitému modelu, Ze by pak nebyl prakticky pouzitelny). V této

fazi tvorby modelu musime rozliSit sledované jevy od nesledovanych, podstatné od nepodstatnych.

Matematicky model je pak zobrazenim podstatnych vlastnosti realného systému matematickym

popisem.

2

Shrnuti pojmu

Identifikace, model, vstup systému a modelu, vystup systému a modelu, operator modelu, operator
transformace, apriorni informace, aposteriorni informace, strukturalni identifikace, parametricka
identifikace.

‘?

wok W=

Otazky

Definujte a vysvétlete pojem identifikace a model.

Jak zna¢ime vstup a vystup systému.

Co nazyvame operatorem transformace a modelu.

Definujte a vysvétlete pojmy apriorni a aposteriorni informace.

Vysvétlete strukturalni a parametricka identifikace.

10
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1.2. Identifikace v procesu Fizeni

@ Cas ke studiu: 0,5 hodiny

_?@ Cil Po prostudovéni tohoto odstavce budete umét

¢ definovat vyznam modelu a identifikaci systému v procesu fizeni.

LLIJ| Vyklad

Identifikace v této oblasti ma charakter pomocného oboru. Abychom mohli néjaky objekt fidit, je
nutné znat vlastnosti tohoto objektu. Na zaklad¢ vytvoireného modelu fizeného objektu je pak mozno
navrhnout fizeni, nastavit parametry fizeni, pfipadné vybrat zplsob fizeni v urCitém predem zvoleném

smyslu co nejlepsi.

Model urceny pro potieby syntézy fizeni nemusi nutn€ vyjadiovat vnitini mechanismy déji
v soustave. Postaci ziskat formalni souvislost mezi vstupy a vystupy soustavy. Model vyjadiujici
fyzikalni podstatu soustavy ma vSak daleko S§irsi platnost v celém oboru provoznich stavii a v pfipadé,
Ze jsme schopni tyto vnitini déje v modelu respektovat, ¢inime tak. Tvorba takovéhoto modelu je vSak

vvvvvv

podstaty problému.

K zabezpeceni tizeni je tfeba na zakladé métenych veli¢in vstupu a vystupu fizené soustavy
mit znalost o stavu fizené soustavy, definovat cil fizeni a vytvofit algoritmus fizeni. K zabezpeceni
téchto tikont je tieba ve vétSing piipadi znat model soustavy (pouze u té€ch nejednodussich ptipadu jej

vvvvvv

fidicich obvodu (je zahrnut v algoritmech fizeni). Model soustavy zde slouzi:

¢ k navrhu nejvhodnéjsiho zpisobu fizeni,

e knastaveni parametru fizeni,

e k ziskavani udaju o stavu fizeni soustavy, které nelze ptimo urc¢it métenim,

e pifi zméné parametri soustavy s Casem je mozno opakovanou identifikaci provadét opravu

nastaveni parametrd regulatoru.

11
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2 Shrnuti pojmu

Vyznam modelu a identifikace systému v procesu fizeni.

P 4 Otazky

1. Stanovte vyznam modelu pro identifikaci a fizeni systému.

2. Jaka je pozice identifikace pii fizeni systémd.

1.3. Klasifikace modela

Cas ke studiu: 2.5 hodiny

@ Cil Po prostudovéni tohoto odstavce budete umét

e definovat klasifikaci modelll, deterministicky a stochasticky model a rozdily
mezi nimi.

o klasifikovat modely dle riiznych hledisek.

® popsat jednotlivé druhy modelti

LI Vyklad

Existuji rizna hlediska klasifikace modeld respektujici specifické stranky odrazu realné skutecnosti.
Jedna se o informaci, kterou mame jesté pred vytvarenim platnych zkuSenosti pozorovanim a métenim

(apriorni informace). Modely realnych soustav mizeme klasifikovat podle riznych hledisek.
Podle stupné abstrakce redalného objektu:

o fyzikalni model - je vytvofen na zaklad¢ fyzikdlni podobnosti modelu a dila. Je tvofen

prirozenym nebo umélym hmotnym systémem.

o fyzikalné matematicky model (fyzikalni analog) - je model vytvoreny na zédkladé matematické

a fyzikalni podobnosti. Piivodni fyzikalni proces se nahrazuje procesem analogickym majicim
12
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stejny matematicky popis (elektroanalogy, hydroanalogy).
e matematicky model - je vytvofen na zakladé matematické podobnosti modelu a dila:

- vnitini podobnost (matematicky analog, model bilé skiiiiky) - matematicky model
vytvofeny fyzikaln€ matematickymi metodami identifikace, vyjadiuje vnitini chovani
systému

v

- vngjSi podobnost (model cerné skiiky) - matematicky model vytvoreny

experimentalnimi metodami identifikace, vyjadiuje vnéj$i chovani systému.
Podle toho, zda model popisuje statické ¢i dynamicke viastnosti systémii:

e staticky model - vyjadiuje zavislost vystupnich veli¢in na vstupnich veli¢inach v ustaleném stavu
systému. Vazbu mezi vstupnimi a vystupnimi veli¢inami reprezentuji algebraické rovnice, ve
kterych nevystupuje ¢as jako nezavisle proménna, takze jde o relaci mezi ustalenymi hodnotami
vstupti a vystupd. Umoznuje dopiedu predvidat, jaké budou vystupy pii danych vstupech
v ustaleném stavu, nefika ale nic o tom, za jak dlouho vystupu dosahneme. Nelze jej pouzit pro
fizeni.

e dynamicky model - uplny model, ktery popisuje nejen statické, ale také dynamické vlastnosti
systému. Rika nam, jaky bude priibéh vystupu v Ease pii daném vstupu a stavu systému. Vazbu
mezi vstupy a vystupy vyjadiuji diferencialni, resp. diferen¢ni rovnice. Pouziva se v oblasti
fizeni, kde jsou vyznamnymi jevy pfechody od jednoho stavu ke druhému. Staticky model

ziskame z modelu dynamického pro limitu t —oo.

Podle toho, zda parametry dynamickych modelii (napr. diferencidlnich rovnic) jsou zavislé na

case:

e stacionarni - Casové nezavislé (Casové invariantni) - parametry dynamickych modell jsou

konstantni.

e nestacionarni - ¢asové zavislé (Casové variantni) - parametry dynamickych modelt jsou zavislé

na Case.
Podle zpiisobu identifikace:

e analyticky model - model ziskany analytickymi metodami identifikace, vychazi z hmotovych a
energetickych bilanci rovnic fyzikalnich, chemickych, pfip. biologickych procest. Pti jeho tvorbé

se uplatnuje deduktivni pfistup.

e experimentalni model - model ziskany experimentalnimi metodami identifikace, méfenim na

skute¢nych objektech. Pti jeho tvorbé se uplatiiuje piistup induktivni.

13
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Podle charakteru procesu, ktery probiha na vySetrovaném objektu, miizeme experimentdalni

modely rozdélit na:

e deterministicky model - odpovida deterministickym (jednozna¢né ur¢enym) vztahim mezi
vstupnimi a vystupnimi veli¢inami, tzn. Ze jednoznac¢né a presné¢ dovedeme tyto vztahy ptifadit

a popsat.

Deterministicky model je mozno ziskat, pfivedeme-li na vstup vySetfovaného objektu presné
definované (Casoveé determinovang) testovaci signaly. Tyto modely pouzivame piti identifikaci objekti,
na které neptsobi zadné poruchové veliiny (resp. jejich vliv lze zanedbat). Na jejich dynamické

chovani Ize usuzovat z minulé historie prib&hu vstupnich a vystupnich velicin.

deterministicky signal Deterministicky

deterministicky signal
— | model | CCICTIIISHCKY S1g

Obr. 4 Deterministicky model

e stochasticky model - bud’ sim zkoumany systém, nebo metoda feSeni maji ndhodny charakter,
tzn. ze vztahy (korelace) mezi vstupnimi a vystupnimi veli¢inami nejsou zcela urcité, jsou dany

statisticky s ur¢itou pravdépodobnosti.

Prevazna vétSina objektl, se kterymi se v primyslové praxi setkavame, ma stochasticky
charakter. Pozorovany vystup soustavy neni zpravidla uréovan jen vstupnimi signaly a jejich minulou
historii, ale projevuji se na ném nahodné vlivy, jejichZ zdroj ¢asto ani nezndme. Mohou to byt ndhodné
déje, které probihaji uvnité vlastniho objektu, nebo téZko kontrolované a ur€itelné nahodné vlivy
pusobiciho vnéjsiho okoli. Z hlediska vnéjsiho okoli Ize proces probihajici ve stochastickém objektu
chapat jako nahodnou transformaci signalt, ktera kazdému moznému vstupu piifadi néjaky vystup, a
pritom stejnym vstupim mutize obecné pfifadit riizné vystupy. Pfi matematickém popisu takovéto
nahodné transformace nevystacime s klasickymi deterministickymi modely, ale je tfeba aplikovat

obecngjsi pravdépodobnostni piistup - sestavit stochasticky model.

Obecné jsou vstupni, vystupni i poruchové funkce nahodnymi funkcemi casu. Podobné
hovofime o stochastickém modelu tehdy, jsou-li vstupy determinované funkce Casu a vystupy jsou
nahodné funkce Casu (obr. 5). Na tento stochasticky model 1ze pohlizet jako na deterministicky model
s odezvou ve tvaru determinovaného signalu, kterd je pozorovana s odchylkou v, majici charakter
nahodné funkce casu. Veli¢inou v respektujeme existenci nahodnych chyb vznikajicich pfi méfeni a
existenci Sumového signalu piisobiciho na vystupu a majiciho ptivod v identifikované soustavé. Casto

tuto nahodnou funkci v oznaCujeme jako aditivni Sum. Deterministicky model lze povazovat za
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zvlastni piipad modelu stochastického s malou trovni aditivniho Sumu (pfipadné v souvislosti se

stochastickym modelem hovofit o jeho deterministické Casti).

Stochasticky model

J/V

deterministicky Determin. stochasticky
— model @ ) >
signal signal

Obr. 5 Stochasticky model

Podle charakteru matematického popisu modelu:
¢ nelinearni model - alespon jedna operace matematického popisu je nelinearni.

e linearni model - vSechny operace matematického popisu modelu jsou linearni. Objekt nazyvame
linearnim, plati-li u né princip superpozice tj. je-li jeho odezva na soucet dvou signalt

ekvivalentni sou¢tu odezev na kazdou zménu vstupu zvlast’. Princip superpozice lze vyjadrit:
F(u, +u,y) =F(u,)+ F(u,) (2)

kde  Fje operator modelu,

uj, up jsou vstupni veli¢iny soustavy.

Podle zpiisobu zpracovani modelové informace
e spojity model - vstupy a vystupy modelu se meni spojite.

e diskrétni model - vstupy a vystupy modelu se méni v urcitych diskrétnich ¢asovych okamzicich ¢
= (1,2,...n). Nékdy se meéni nespojitym zplisobem pouze vstup a vystupni veli¢ina se meni

spojite, takovou soustavu povazujeme za nespojitou.

Podle toho, jakym zpiisobem jsou parametry modelu obsazeny ve funkcnich zavislostech:

e neparametricky model - piedstavuje zpravidla funkéni zavislost mezi zvolenym vstupnim a
odpovidajicim vystupnim signalem, ktera se vyjadiuje bud’ graficky pomoci zdznamu z méfeni
odezev systému (zapisovace signalti) nebo pomoci tabulky hodnot, popisujici ¢iseln€¢ danou
zavislost. Neparametrické modely vyjadiuji zpravidla piechodovou, impulsni nebo frekvenéni
charakteristiku v grafické nebo v tabulkové formé. Parametry modelu jsou pak obsaZeny
implicitné v téchto funkénich zévislostech. Lze je ziskat az jejich naslednym vyhodnocenim pro

zvolenou strukturu modelu.
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o parametricky model - ma danou strukturu. Parametrické modely pfedstavuji z matematického
hlediska rovnice nebo soustavy rovnic a algebraické vztahy, které explicitné obsahuji koeficienty
téchto rovnic a vztahti. Obecné pak oznacujeme tyto koeficienty jako parametry matematickych
modeld. Vyse uvedené charakteristiky jsou v tomto ptipadé vyjadiené analyticky jako funkce

nezavisle proménné a kone¢ného poctu parametrti, které jsou obvykle predmétem identifikace.

Prednosti neparametrickych modelt je, ze nevyzaduji zadné informace o struktuie modelu. U
parametrickych modeld je vSak nutny piedpoklad znalosti struktury systému. Kladnou strankou
parametrickych modelii je jednoduché modelovani na pocitaci, protoZze pomoci nevelkého objemu
udaji o parametrech systému jsme schopni nejvhodnéji popsat jeho dynamické chovani. Pii
identifikaci se proto snazime ziskat model v parametrické formé a neparametrické modely povazujeme

jen za mezivysledky feSeni, které je jesté tieba parametrizovat.

Podle rozlozeni sledovaného parametru ve vysetrovaném objektu:

e model se soustiedénymi parametry - model, ktery ma stejné hodnoty sledovanych parametri v
celém prostoru objektu. Matematicky popis tohoto modelu je tvofen soustavou obyc¢ejnych

diferencialnich rovnic.

e model s rozloZenymi parametry - model, ktery ma rizné hodnoty sledovanych parametr podle
polohy v objektu. Matematicky popis tohoto modelu je tvofen soustavou parcialnich

diferencialnich rovnic.

Podle charakteru vazby mezi vstupy a vystupy:

e vnéjsi model - popisuje pouze relace "vstup - vystup". V piipad¢ linearnich a stacionarnich
systémi se ve funkci vnéjSich modeld pouzivaji vedle diferencialnich rovnic (spojité soustavy) a
diferen¢nich rovnic (diskrétni soustavy) obrazové pienosy. Krom¢ pfenost se jako vnéj$i modely

pouzivaji také ptechodové, impulsni a frekvenéni charakteristiky.

e vnitini model - je reprezentovany relaci "vstup - stav - vystup" a jedna se tedy o zavislost
zprostiedkovanou pfes stavové promeénné. Prednosti vnitiniho (stavového) modelu je, ze je
vhodnéjsi na aplikaci modernich matematickych metod i na vyuziti modelovani prostfedky

vypocetni techniky.

Podle toho, zda ndahodnd vystupni velicina je pri determinovaném vstupu staciondarni nebo

nestaciondrni:

o off-line model - je stanoveny na zaklad¢ fyzikalnich zakontl, technologickych a konstrukénich
vlastnosti, na zakladé¢ izolované provadénych experimentl. Sestaveny model pak zdstava po dobu

¢innosti zafizeni zachovan. Je ziejmé, Ze pouziti off-line modell je piesné omezeno
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pozadovanym staciondrnim chovanim identifikovanych objekta.

e on-line model - je neustale adaptivné zptesiovany po dobu ¢innosti zatizeni, a to na zakladé
nepfetrzité provadénych experimentli na identifikovaném objektu. Obecné je mozno upravovat
jak strukturu, tak i hodnoty odpovidajicich parametrt.. Tim jsou do modelu zahrnuty proménné
podminky, za kterych proces v daném cCasovém intervalu probihd. Tyto modely se pouzivaji
predevSim u objektd s nestacionarnim chovanim, aby bylo dosazeno ekvivalence

identifikovaného objektu a modelu. Tento model se pouziva v technické praxi Castéji.

Podle ucelu modelu:

e poznavaci model - piedstavuje prostiedek k ziskani poznatkd. Jde o pasivni roli, v niz model

nepusobi na zkoumany proces nebo objekt piimo.

e Tidici model - vyuziva se k fizeni procest, tzn. aktivné puisobi na proces nebo objekt. Uplatiuje
se zvlasté tam, kde ziskani nezbytné informace o chovani neni mozné piimym méfenim

(a neuplatiuje se zpétna vazba).

w(t) Ridici u(t) Rizeny

y(®)
> model systém >

A 4

Obr. 6 Ridici model

Podle toho, zda model vyuziva objektivnich zakonitosti nebo znalosti subjektivnich:
e konven¢ni model (klasicky) - vyuziva objektivnich zdkonitosti vyplyvajicich z ptirodnich
zakoni ¢i experimentd.
e nekonven¢ni model - vyuzivaji pro svou tvorbu znalosti subjektivnich, heuristickych,

vyplyvajicich z lidskych zkuSenosti (fuzzy modely, expertni systémy, modely neuronovych siti,

genetické algoritmy).

2 Shrnuti pojmi

Rizna hlediska klasifikace modeli, deterministicky a stochasticky model a rozdily mezi nimi, popsat

jednotlivé druhy modeld.

P 4 Otazky
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Cal o A

Definujte a vysvétlete pojem model.
Dle jakych hledisek miizeme d¢€lit modely (vyjmenujte minimalné 7 hledisek).
Vysvétlete rozdil mezi deterministickym a stochastickym modelem.

Na jaké modely délime modely dle stupné abstrakce realného objektu, vysvétlete rozdily téchto
modelt.

Na jaké modely délime modely dle toho, zda model popisuje statické ¢i dynamické vlastnosti
systémi, vysvétlete rozdily t€chto modelti.

1.4. Uloha identifikace

@ Cas ke studiu: 1 hodinu

@ Cil Po prostudovéni tohoto odstavce budete umét

e definovat kritérium ptiléhavosti a definovat jeho vyznam a vlastnosti.
e popsat postup identifikace systému.

LLIJ| Vyklad

Cely komplex problémtl a operaci spojenych s identifikaci a modelovanim muizeme principialné

rozdglit do téchto etap:

1.

2.

Presna formulace tlohy, pro kterou se model vytvari.

Dekompozice slozitého systému na relativné samostatné podsystémy, jejichz identifikaci jsme

schopni realizovat.

. Tvorba modelt podsystémd, ziskanych pii dekompozici, coz vyjadiuje:

a) vybér vhodného technického zabezpefeni experimentu a volbu spravnych vstupli a vystupt
jednotlivych podsystémul,

b) méfeni vzajemné si odpovidajicich vstupt a vystupt,

¢) vyhodnocenim naméfenych udajii vytvorit takovy model, ktery dostate¢né piesné dokaze ke
zvolenym vstupnim signalim pfifazovat spravné odezvy na vystupech. Zde feSime zpravidla
nasledujici tfi okruhy problémi:
-volba vhodné struktury modelu,

-volba kritéria na porovnani shody modelu s vysetfovanym objektem,
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-volba algoritmu, ktery pfi zadané struktuie modelu minimalizuje prostfednictvim parametrii

modelu hodnotu kriterialni funkce.

4. Sestaveni celkového modelu systétmu z model jednotlivych podsystémtl, vytvorenych

dekompozici celku a ovéreni (verifikace) celkového modelu.

5. Nasleduje vlastni realizace modelu, pficemz obvykle budou jeho piedpokladané vlastnosti ve
znaéném rozporu se skute¢nosti. V takovém piipadé¢ se musime vratit zpét a opakovat prace od
druhé etapy dokud se nedosahne pozadované shody modelu s realnym objektem. Zptesnovani
modelu v této fazi se uskutectiuje hlavné na zaklad¢ experimentalni identifikace pouzitim principu
"Cerné skiinky".

Na zaklad¢ apriornich informaci o objektu a podle zaméru fizeni zjisStujeme, zda vySetfovany
objekt je vhodné charakterizovat jako model: staticky nebo dynamicky, linearni nebo nelinearni, s
rozlozenymi parametry nebo se soustfedénymi parametry, deterministicky anebo stochasticky,
stacionarni nebo nestacionarni, spojity nebo diskrétni, jednorozmérny anebo mnohorozmérny apod.
Apriorni informace umoziuji ur¢it odhad pocate¢ni struktury a druh pouzitého matematického
modelu. Je zfejmé, Ze predstava o struktufe modelu a druhu matematického modelu se miize zménit po

prezkoumani aposteriornich informaci, pfipadné se potvrdit.

soustava
t
F, y(t)
u(t)
e
model
F

ym(t)

Obr. 7 Porovnani odezev identifikované soustavy a modelu

Vsechny uvedené informace miZzeme zahrnout do operatoru modelu ¥, pomoci n¢hoz budeme
vstupu u(t) pritazovat odpovidajici vystup yu(?), ktery chapeme jako odhad ¢i aproximaci skute¢ného
vystupu y(?). Ulohou identifikace je odhad operatoru F, objektu tak, Ze uréime operator modelu F,

ktery by se dostatecné blizil operatoru F,,.

Oba operatory mohou mit rtiznou strukturu, mohou byt zformulovany rtiznymi vyrazovymi
prostfedky. Abychom je dovedli porovnat, posuzujeme jejich blizkost podle odezvy identifikované

soustavy y(¢) a modelu yy(?) na stejny vstupni signal u(z) (obr. 7).
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V této souvislosti zavadime vhodné kritérium tzv. kritérium pfiléhavosti, které umoziuje

posuzovat miru shody obou operatorti v pribéhu identifikace. Obecné je takova funkce ve tvaru:

J = f@); 3y (1) ©)
Tato funkce ma mit tyto vlastnosti:
a) ma byt nezaporna pro libovolna y(?) a yy(t)
b) ma byt rovna 0 pro y(2) = y(t)
¢) ma byt spojita pro oba argumenty y(?) a yu(?).

Vhodnou funkci tohoto typu je soucet kvadrati odchylek mezi experimentalné ziskanou
odezvou a odezvou modelu na stejny vstupni signal. V priibéhu identifikace je pak ur€ovan operator
modelu tak, aby toto kritérium dosahovalo svého minima. Kritérium ptiléhavosti J(x) je pak mozno

psat ve tvaru pro spojité soustavy:

T
J(x) = | y@-yy@f dr )
0
pro diskrétni soustavy:

[yi _yMi]2 (%)

J(x) =
=1

1

I ™M=

kde y(2), yu (¢) je spojity vystup z realné soustavy a modelu, y;, vy je diskrétni vystup z realné soustavy
a modelu, N je pocCet naméfenych vzorkl, x je vektor parametri, napt.: koeficienty obrazového

ptenosu zvolené struktury:

b,
b Y, a
G(p _ : 0 _ M(p) x = 0 (6)
a,p”+a,p+a, U(p) a,
a,

Parametry modelu jsou pfestavovany tak, aby byla minimalizovana odchylka obou vystupnich
signall y(?) a y),(?). Pti automatickém nastavovani parametrti modelu je nutné, aby systém identifikace
byl vybaven zafizenim pro minimalizaci kriteria J(x) nékterou z numerickych metod optimalizace
parametril (nejéastéji se pro minimalizaci tohoto kritéria pouzivaji gradientni metody). Ulohu fesime
jako nalezeni extrému (minima) funkce vice proménnych. Proménné jsou v tomto ptipadé hledané

parametry, které jsou ulozeny ve vektoru parametrt x (obr. 8).
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2 Shrnuti pojmu

Etapy identifikace systémy, ovéieni spravnosti identifikace systému s vyuzitim kritéria ptiléhavosti,

vlastnosti kritéria pfiléhavosti..

P 4 Otazky

Popiste etapy identifikace systému.
Co je ulohou identifikace.

Jak je mozné ovéFit spravnost vytvofeného matematického popisu.

W b=

Co to je kritérium piiléhavosti.

1.5. Identifikace struktury a parametri soustavy

Cas ke studiu: 0,5 hodiny

@ Cil Po prostudovani tohoto odstavce budete umét

e definovat a popsat identifikaci struktury a identifikaci parametri.

LI Vyklad

Pii praktickém provadéni identifikace je nutno nejprve urcit strukturu operatoru F a pak teprve

parametry této struktury.
Identifikace struktury

Strukturou modelu rozumime zptsob matematického vyjadieni zavislosti vystupniho signalu
na signalu vstupnim napf. ve tvaru diferencidlni rovnice, diferen¢ni rovnice, pfenosu, pirechodové,
impulsni charakteristiky apod. Strukturu modelu obvykle volime na zakladé apriornich predpokladi

(informaci) o soustave.

K tloham pii identifikaci struktury soustavy patfi:
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e vyclenéni soustavy z prostiedi,

e uspofadani vstupi a vystupt soustavy podle jejich vlivu na splnéni cilii fizeni,

e urceni racionalniho poctu vstupt a vystupt respektovanych v modelu,

e urCeni charakteru vztahu mezi vstupnimi a vystupnimi veli¢inami tj. ureni operatoru F na

zakladé apriornich informaci o soustave.
Identifikace parametri

Identifikace parametrti se provadi on-line nebo off-line zpisobem. Identifikaci on-line se
oznacuje identifikace, ktera se provadi v realném case pfimo na realné soustavé. Off-line identifikaci
pak oznacujeme identifikaci, pti které nejdiive provedeme identifikacni meéteni, které se uklada na
vhodné médium a pak nasleduje zpracovani méreni, které se jiz zpravidla provadi mimo zkoumany
objekt. U on-line identifikace je pak blok (1) na obr. 8 pfimo identifikovanou soustavou. Pfi

identifikaci off-line mame k dispozici soubor méfeni: vektor vstupt u(?) a vektor vystupti y(?).

Identifikovand v(f)

—®  soustava
1(1) @ Ay =v-vu
Model
—p

Zmény parametru yy;

ETQTE&EE J(x)| Kritérium
odhadu | g 10 <«
parametrui

Obr. 8 Identifikace parametri

2 Shrnuti pojmi

Identifikace struktury a identifikace parametri
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) Otazky

1. Co je zékladni ulohou identifikace.

2. Co znamena identifikace struktury a identifikace parametrti.
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2. METODY IDENTIFIKACE

2.1. Zaklady metod identifikace

@ Cas ke studiu: 0,5 hodin

@ Cil Po prostudovani tohoto odstavce budete umét

e definovat zdkladni metody identifikace.
e popsat princip analytické identifikace systému a vlastnosti vytvotrené¢ho popisu.

LLIJ| Vyklad

Zkoumany systém lze identifikovat bud’ analyticky, tj. pomoci metod matematicko-fyzikalni analyzy
nebo empiricky, tj. pomoci metod experimentalnich. Praktické metody lezi mezi t€mito dvéma
krajnimi pfipady. Nejvhodnéjsi je postup vyuzivajici citlivou a vhodnou kombinaci obou pfistupt.
Casty je napf. zpusob, kdy se model sestaveny matematicko-fyzikalni analyzou pouziva pro uréity
hruby odhad vlastnosti vySetfovaného objektu (pfedev§sim z hlediska struktury, kdy nalezneme
pfiblizné matematické vztahy) a poté se provadi ovéfovani a zpiesiiovani parametri modelu
experimentalnimi metodami. Rovnéz je mozné navrzeny analyticky model porovnavat s redlnym
objektem prostiednictvim dat ziskanych simulaci matematického modelu pomoci pocitace s daty
ziskanymi experimentalnim zplsobem. Takovéto kombinace obou pfistupli jsou velmi vhodné,
protoze umoziuji vedle hlubsiho proniknuti do vnitini struktury objektu model upfesiiovat a korigovat

na zakladé experimentu.

2.2. Identifikace metodou matematicko-fyzikalni analyzy

Pfi analytickém zptusobu identifikace sestavujeme matematicky model na zakladé
matematicko-fyzikalni analyzy objektu. Vychazime pfitom z konstrukénich, technologickych a
provoznich dajii o daném objektu. Podle fyzikalnich, chemickych a dal§ich zakonti matematicky
popisujeme jevy probihajici v objektu a tim ziskdvame vztahy mezi sledovanymi veli¢inami. Pomoci

rovnic energetické a latkové rovnovahy, rovnic kontinuity atd. se snazime stanovit vztahy mezi
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vstupnimi a vystupnimi veli¢inami soustavy. Tyto vztahy potom urCuji matematicky model
vySetfovaného objektu vyjadiujici vnitini popis systému (tzv. bila skiinka — white box). Do jaké

hloubky jevii a struktury objektu musime proniknout, zalezi na Gcelu pouZiti daného modelu. Cim

vvvvvv
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podrobnosti objekt analyzovat, aby sestaveny model byl dostateéné piesny, ale aby nebyl pfili§ slozity
a nakladny. Takto ziskany matematicky model je "strukturalni", coz znamena, Ze jeho jednotlivé
vztahy odpovidaji prisluSnym castem vySetfovaného objektu. Struktury modelu a objektu jsou si
podobné, v modelu jsou pouzity obvykle stejné vnitini (stavové) proménné jako v objektu. Vyhodou je
ziejma souvislost mezi parametry modelu a konstrukénimi parametry objektu a jeho dynamickymi
vlastnostmi. Pfednosti analytického pfistupu je i to, Ze mizeme dynamické vlastnosti objektu zjistit 1
pred jeho vlastni realizaci. Tak médme mozZnost jiz v etapé navrhu objektu pfipadnymi zménami
ovliviiovat (optimalizovat) jeho dynamické vlastnosti. Ziskané modely maji zpravidla Sir§i oblast

platnosti nez modely ziskané metodami experimentalni identifikace.

Analyticky ptistup vyZaduje nejen dikladné znalosti matematické, ale také dokonalé znalosti
oboru (technologie), do kterého vysetfovany objekt nalezi. Analyza je Casto mimotfadné obtizna,
vysledné vztahy jsou neimérné komplikované a je tieba je vhodné zjednoduSovat. Presnost a
pouzitelnost modelu je omezena, jestlize uvazujeme rizné nahodné vlivy a neurcitosti, které se ve
veétsing redlnych technickych objektl projevuji. Analytickym zpisobem ziskame vztahy mezi vSemi
vybranymi veli¢inami v objektu. Z téchto vztahtt mizeme urcit jak stavové rovnice dynamického

systému definovaného na vySetfovaném objektu, tak i vnéjsi popisy systému.

2 Shrnuti pojmu

Zpusoby identifikace systému, zakladni vlastnosti identifikace metodou matematicko-fyzikalni

analyzy.White box — black box.

P 4 Otazky

1. Jaké jsou zakladni pfistupy k identifikaci soustavy.
2. Vysvétlete princip identifikace metodou matematickou-fyzikéalni analyzy.

3. Co znamend white box a black box a jaké jsou mezimi hlavni rozdily z hlediska identifikace
systémul.
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2.3. Zaklady Laplaceovy transformace

Cas ke studiu: 3 hodiny

@ Cil Po prostudovani tohoto odstavce budete umét

e definovat zékladni princip Laplaceovy transformace
e popsat zakladni vlastnosti Laplaceovy transformace

e pievést funkci na jeji obraz v Laplaceove transformaci, vytesit pomoci
Laplaceovy transformace diferencidlni rovnici.

LLIJ| Vyklad

Je to integralni transformace, kterd prevadi matematické operace jako je derivace nebo
integrace v ¢asové oblasti na ndsobeni nebo déleni operatorem transformace p. Pouzitim této
transformace lze nékteré obtizné fesitelné tlohy v ¢asové oblasti prevést na jednoduché feseni
v operatorové oblasti podle schématu znazornéného na obrazku 9, kde je symbolem L {f(t)}
oznaGena transformace funkce &asu, symbolem L™'{F(p)} pak zpé&tnd transformace

Laplaceova obrazu do ¢asové oblasti.

oblast Casova oblast LT
f(t) F(p)
predmét obraz
problému — L{f(t)} — problému
| obtizné feseni | [ jednoduché feseni
v |
predmet 1 obraz
vysledku  «— L7{F(p)} «— vysledku

Obr. 9. Postup FeSeni pti uziti Laplaceovy transformace
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Zékladni definicni integral Laplaceovy transformace je

0

Fp)=[ f(t)-edt (10)

0

Takto definovanou Laplaceovou transformaci lze feSit problémy v Casové oblasti pocinaje
casem ¢ = 0. Chovani systému pied timto Casem, tedy jak se systém dostal do vychoziho
stavu, nelze takto definovanou transformaci feSit. Tento stav je popsan pocateCnimi
podminkami feSeni.

Abychom nemuseli stale vypocitavat obraz podle defini¢niho integralu a pak provadét zpétny
prevod do ¢asové oblasti, jsou zpracovany slovniky LT - strucny slovnik LT je v Priloze 1.
Pti zapisu oznacujeme funkce v Casové oblasti malymi pismeny a tfikdme jim predmeéty,
funkce v operatorové oblasti oznacujeme stejnymi velkymi pismeny a fikame jim obrazy.

Vyhody feseni uzitim LT demonstrujeme na zakladnich vétach:

V2.1. Véta o obrazu derivace
Necht’ f(1).f (1), f'(¢), ..., f( ”'U(t) jsou spojité laplaceovsky transformovatelné funkce. Necht’
f( ”)(t) je po usecich spojitd v intervalu <0,00). Pak je f( ”)(t) laplaceovsky transformovatelna a
plati

S = pF(p) - pr-lfi+0) - p2f(+0) - .- f-D+0) (1)
Symbolem f( ”'])(+0) oznaCujeme derivace zprava. V uvedeném vztahu zahrnuji vliv

pocatecnich podminek na feseni.
V2.2. Véta o obrazu integralu
Necht' f{z) je laplaceovsky transformovatelna funkce, kterd ma obraz F(p). Pak

t
1 funkce'[ f (t)dt = g(t) je laplaceovsky transformovatelna funkce a plati
0

[ £ - F(p) (12)

Laplaceova transformace umoziuje urcit limity funkce f(?), pokud tyto limity existuji. LT ale

existenci limit nepotvrzuje.
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V2.3. Véta o pocateéni hodnoté
Necht’ f(z) je laplaceovsky transformovatelnd funkce, ktera ma obraz F(p), necht existuje

konec¢na 1in01 £(¢), pak

lim f(r) = lim pF(p) (13)

pP—>®

V2.4. Véta o konecné hodnoté

Za analogickych ptedpoklad plati
lim £(¢) = lim pF(p) (14)
p—>

t—o

V2.5. Véta o translaci vpravo
Necht’ f(?) je laplaceovsky transformovatelnd funkce, kterd mé obraz F(p). Pak i funkce f(z-
7).1(t-7), kden(t) je tzv. Heavisidelv jednotkovy skok (viz dale), je laplaceovsky

transformovatelna funkce a plati

ft-9.0(t-9) = " F(p) (15)

Diferencialni rovnici popisujici vlastnosti systému v obecném tvaru miZeme zapsat
v nasledujicim tvaru

a,y" () +a, y" " (O+..+a,y(t) =b,u" (t)+...+byu(t) (2.5)
kde a,, bj jsou konstantni koeficienty, u(?) je vstup, y(?) je vystup systému. Z podminky fyzikalni
realizovatelnosti plyne m < n. Rad diferencialni rovnice je roven fadu systému. Regeni rovnice je
mozno ziskat, mame-li uréeny pocatecni podminky a tvar vstupniho signalu u(z).

. Co1 e o ve , TR ;1 r (n-1
Tuto diferencialni rovnici mizeme pii nulovych pocate¢nich podminkach (tzn. y )(O),...,y(O) a

(m-1 vl v . v , v ,
u )(0), ..., u(0)) pouzitim véty o obrazu derivace V2.1 pievést na prenos soustavy (obrazovy

prenos) - coz je obraz diferencialni rovnice pii nulovych pocate¢nich podminkach.

a,p"Y(p)+a,,p"'Y(p)+..+a,Y(p)=b,p"U(p)+..+bU(p) (16)

Y(p a,p” +...+a0):U(p)(bmp'” +...+b0) (17)
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Z ¢ehoz obrazovy pienos

Y(p) b,p" +..+b,

Glp)= 18
() Ulp) a,p"+..+a, (18)
Zakladni rovnice pienosu
Y by+bp+...+b, p"
G(p) — (p) —_0 1 , (19)
Ulp) a,+ap+...+a,p
se Casto upravuje:
b, b b 5 ;
L+l p+..+p" B
G(p) — aO aO aO — 1610 +ﬂ1p+""+ﬂm€ — ./=0n ! (20)
a a .
1+ 3 o G +a,p+..+a,p 1+zaip,
4o ) i=1
V praxi ma pfenos soustavy ¢asto tvar
by
a K
G(p)= : 21)

1+ﬂp+““+a7npn - 1+T,p+T, p> +..+T'p"
ay ay

kde K je zesileni soustavy - vystupujici jako métitko. Po vydéleni rovnice zesilenim K ziskame dalsi

¢asto uzivany tvar

1

G(p) =
(P) Sy +S,p+S,pl +.t s, p

(22)

n

Pti formalnim nahrazeni Laplaceova operatoru vyrazem jw dostaneme pienos ve frekvenéni
oblasti (tzv. frekvencni pfenos vyjadieny pomoci Fourierovy transformace), kde o = 27f je
kruhova frekvence. Je vSak nutno poznamenat, Ze podminky aplikace Fourierovy

a Laplaceovy transformace na funkci Casu se lisi.
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Priloha 1 — Zakladni slovnik Laplaceovy transformace

£() Ty »-
A | 3(1) jednotkovy (Dwael) impuls A
8 | H)-dprot =0 jmak &)=0 L
3 a %
: P
5 " pn_;f
o - F{E
i & (1-€%) P'(‘P*G'J
8 sin bt pE -
7 tos bt 1—9%
40 e sin bt S
M 6™ tos bt EFF:;W
A gon T
I tc—at ':FT{E 1.
M gt ot E;_gh
sin h bt p%}
e tos h bt p_":_"E}
A7 & 1-at) o
- bt P(p}:’lﬂ
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Reseny priklad

N
AN

Zadani

Prevedte funkci na jeji obraz v L-transformaci dle defini¢niho vztahu, pti predpokladu
nulovych poc¢atenich podminek, x(0)=0.

f=x(

PREVOD FUNKCE NA JEJi OBRAZ V L-TRANSFORMACI DLE DEFINICNIHO VZTAHU
Defini¢ni vztah pfimé L-transformace: X (p) = L{x(t)} = Ix(t) e Pdt
0

Reseni:
u' = x'(¢) v=e"
T P u=x(1) Vi=mpe T oy () (e o g =
L{x(t)}—.!x(t) e dt o) = 'y ![(x(t) ey —x(t)-(~p-e )it

u'-v=wW-v)—u-v
o0

=[xy e} +p [x(0)-edr = x() e —x(0)- € + p- X(p)=0-0+ p- X(p) = p- X(p)

0

Exponencialni funkce pro -oo konverguje k nule (viz. obrazek) tedy: x(0)- e = x(0)-0 >0
Pfi nulovych pocate¢nich podminkéch plati: x(0)-e”°=0-1>0
eX
__/
-0 0 t
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N s
#_ | ReSeny priklad
2R P
Zadani
Prevedte funkci na jeji obraz v L-transformaci dle defini¢niho vztahu, pti predpokladu
nulovych poc¢atenich podminek, x(0)=0.
f=a-t
Reseni:
u=t vi=e™?
1
2 2 t u' =1 y=——e”
L{a't}z,[a t e"’"dt=a'_|.t-e_p'dt= p =
0 w-v)=u-v+u-v
u-v=w-v)-u-v
[ —pt 1 -pt 1 —pt_oo [ 1 -pt
=a- J. (t-—— —1-(——-e”)dt=alt-——e —a~.|.1-——e dt =
0 p p do 0 p
l_ptwaw_p, a _ptwa_l_p,m
=alt-——e +—~Ie dt=|——-t-e +—|——-e =
p o PO p o P L P 0

0.0 _ @ (e _
0-e e
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N s
#a_ | ReSeny priklad
2R P
Zadani
Prevedte funkci na jeji obraz v L-transformaci dle defini¢niho vztahu, pti predpokladu
nulovych poc¢atenich podminek, x(0)=0.
f — e—a-t
Reseni:
i} . u=1-(-a-p) ] 1
u
L{e_”"}z je_”" e Pdt = J.e_“"_‘”"dt =\du = (—a — p)dt| = J.e” : =— je”du =
0 0 du —(a+p) a+p
dt = ———
—(a+p)
- _ 1 [et-(—a—P) ]: - _ 1 [eoo-(—a—p) _ eO-(—a—P)]: _ 1 [0 _ 1] — 1
a+p a+p p+a p+a

VETA O DERIVACI FUNKCE PRI NENULOVYCH POCATECNICH PODMINKACH
pii nulovych pogate¢nich podminkach L{x(") (t)} =p"-X(p)

pfi nenulovych pocatecnich podminkach

L Of=p" - X(p)=p" - x(0) = p"? - X'(0) == p? X (O) = p -2V (0) = p X (0)

L9 @)= p X(p)= p* X0 = p X O) - pt O - pt x"(0)
Lix"(0)}=p* - X(p)- p*' - x(0)= p*7 - X'(0) = p*~ - x"(0)

Lix"(t)}=p* - X(p)—p*" - x(0)— p>* - x'(0)
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Transformace funkce s vyuZitim parcidlnich zlomkit prvniho druhu

NV 5 L L
- Reseny priklad

Zadani

Preved’te obraz funkce v L-transformaci na jeji original s vyuzitim parcidlnich zlomku a pii
predpokladu nulovych poc¢ate¢nich podminek, x(0)=0.

3p+4
(p+2)(p+3)(p+4)

F(p)=

ResSeni:

Provedeme rozklad na parcialni zlomky
3p+4 ! N B N
(p+2)(p+3)(p+4) p+2 p+3 p+4

cil: stanovit konstanty A, B, C

Vynasobime celou rovnici jmenovatelem zlomku na levé strané
3p+4
(p+2)(p+3)(p+4)

S T V0 ) WL R GAE, GE  GOA
p+2 p+3 p+4

(p+2)(p+3)(p+4) =

(p+2)(p+3)(p+4)

Upravime

3p+4=4-(p+3)(p+4)+B-(p+2)(p+4)+C-(p+2)(p+3)

Roznasobime pravou stranu
3p+4=A-p°+7-A-p+12-A+B-p*+6-B-p+8-B+C-p*+5-C-p+6-C
Z rovnice vytvoiime soustavu rovnic

p’: 0=4+B+C

p': 3=7-4+6-B+5-C

p’: 4=12-4+8-B+6-C

p’: 0=4+B+C =C=-4-B
p't 3=7-4+6-B+5-(-A-B)
p’: 4=12-A4+8-B+6-(—A-B)
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p': 3=2-4+B —B=3-2-4
P’ 4=6-4+42-3-2-4) = A=-1

(p+2)(p+3)(p+4) p+2 p+3 p+4
D Ml Y + L
p+2 p+3 p+4
:—1-L—1{ : }+5 L‘{ : }
p+2 +3
Z Laplaceova slovniku vztah 6: L~ {
_l_Lfl 1 :_6724
p+2
5~L‘1{ : }=5~e—3'f
p+3

_4.];1{ 1 4}:_4.e-4'f
p+ ———

RESENI DIFERENCIALNICH ROVNIC L-TRANSFORMACI

N s
a_ | ReSeny priklad
2R P
Zadani
Reste zadanou diferencialni rovnici pomoci L-transformace.
Y'(O)+5-y' () +6-y(1) =12 y'(0)=0 »(0)=2
ReSeni:

Prevedeme diferencialni rovnici do L transformace s vyuzitim véty o derivaci
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p’-Y(p)-p'-y(0)-p° ')/'(0)+5‘P'Y(p)—5'po~y(0)+6-Y(p)=%

Z Laplaceova slovniku vztah 3: L{a} =2
p

Lh2}="
p
dosadime pocateCni podminky a vyfeSime
12
p - Y(p)-p' -2-p"-0+5-p-Y(p)-5-p° -2+6-Y(p)=;

12
p2-Y(p)—p-2+5-p-Y(p)—5-2+6-Y(p)=;

PPY(p)+5-p-Y(p)+6-Y(p) = 241042 p
p

12+410-p+2-p°
P

Y(p)-(p*+5-p+6)=

2~(p2+5-p+6)
p

Y(p)-(p* +5-p+6)=

2-(p°+5-p+6)

Y(p) =
(») p-(p*+5-p+6)

2 : .
Y(p)=— feseni diferencialni rovnice v L-transformaci (obraz feseni)

y()=L" {3} =2
p

y(t)=2 feSeni diferencialni rovnice (original feseni)
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N s
#a_ | ReSeny priklad
2R P
Zadani
Reste zadanou diferencialni rovnici pomoci L-transformace.
YO +3-p(0)=e™ y(0)=0
Reseni:

Prevedeme diferencialni rovnici do L-transformace s vyuzitim véty o derivaci

PP~ O3V ()=

+2
, —a 1
Z Laplaceova slovniku vztah 6: L{e }:
p+a
1
L{e’z" } =
p+2
dosadime pocate¢ni podminky a vyfeSime
1
pY(p)-1-0+3-Y(p) =
p+2
1
Y(p)-(p+3)=——
p+2
1 . i1 . .
Y(p) = tfeSeni diferencilni rovnice v L-transformaci (obraz feseni)

(p+2)-(p+3)

-1 1 R A ¥
y(t)=L {(p+2)-(p+3)}_e e

b _
vztah 12: a e —e

(p+a)-(p+D)

-2 -3 T . TR
y(@)=e"" - feSeni diferencialni rovnice (original feseni)

@ CD-ROM 1 - Prima Laplaceova transformace (ANIMACE 2 A)

V rdmci animace je mozné se seznamit s prevodem funkci do Laplaceovy

transformace.
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@ CD-ROM_ 2 — ReSeni DR pomoci LT (ANIMACE 2 B)

V ramci animace je mozné se seznamit s pievodem a feSenim diferencidlnich rovnic
do Laplaceovy transformace.

Z Shrnuti pojmi

Princip Laplaceovy transformace, pfima Laplacova transformace, zpétna Laplaceova transformace,

obraz, original, operatorovy pienos, vlastnosti a véty Laplaceovy transformace.

) Otazky

Vysvétlete princip Laplaceovy transformace.

2. Jakymi symboly oznacujeme piimou a zpétnou Laplaceovu transformaci.
3. Vyjmenujte véty Laplaceovy transformace.
~ ! {- 7 v W 7
:@: Ulohy k reseni
1. Pievedte funkci f = a na jeji obraz v L-transformaci dle defini¢niho vztahu, pfi predpokladu
nulovych pocate¢nich podminek, x(0)=0, a=konstanta.
2. Preved'te funkci f =t najeji obraz v L-transformaci dle defini¢niho vztahu, pfi piedpokladu
nulovych pocate¢nich podminek, x(0)=0.
1
3. Pieved'te funkci [ =—- (1 - e_‘”) na jeji obraz v L-transformaci dle defini¢niho vztahu, pfi
a
predpokladu nulovych pocate¢nich podminek, x(0)=0, a=konstanta.
o , 3p+4
4. Pieved'te obraz funkce v L-transformaci F(p) = ——_——— najeji original s vyuZitim
p +5-p+6

parcialnich zlomki a pfi pfedpokladu nulovych pocate¢nich podminek, x(0)=0.
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2.4. Postup pri sestavovani analytickych modelu

Cas ke studiu: 3 hodin

_@ Cil Po prostudovani tohoto odstavce budete umét

e definovat pojem linearizace a metody linearizace.
e popsat postup pfi tvorbé analytického modelu

e vyfiesit jednoduché analytické modely technickych systémd.

LLIJ| Vyklad

Postup pfi sestavovani matematického modelu miizeme rozdélit do tii fazi.

Prvni faze spociva ve vybéru souboru veli¢in a vztahii mezi nimi, pomoci kterych je mozno
dostateCné presné popsat uvazovany realny proces. U slozitych objekti provadime pro potieby
analyzy dekompozici objektu na jednodu$si c¢asti (podsystémy) a uréujeme vazbové (hrani¢ni
podminky). Vybérem piili§ velkého poctu veliin pro sestaveni modelu se muze stat, Ze model bude
piilis slozity a analyza mimotadné obtizna. Proto je nutné eliminovat nepodstatné veli¢iny, na které je
proces malo citlivy, coz predstavuje prvni zjednoduSujici fazi. Nesmime vSak zanedbat podstatné
veli¢iny, coz by bylo na ukor adekvatnosti modelu redlnému objektu. Rovnéz otazka vhodné

dekompozice slozitého objektu neni vzdy jednoducha a vyzaduje urcité zkusenosti a intuici.

Druhou fazi je sestaveni obecnych zavislosti (fyzikalnich vztahii) mezi vybranymi
veli¢inami objektu. Jedna se o vlastni fazi vytvareni struktury matematického modelu objektu a patii
niz objekt svou fyzikalni povahou nalezi a rovnéZ znalost ptibuznych a teoretickych disciplin.
Analytik musi mit schopnost posoudit, které zavislosti jsou podstatné jak z hlediska chovani procesu,
tak i z hlediska fizeni. Pti tvorbé struktury modelu se vétSinou vychazi ze znamych fyzikalnich zakoni
anebo rozlicnych zavislosti odvozenych anebo stanovenych empiricky. Zakony, které nejCastéji

pouzivame pfi analyze, miizeme rozdélit na:

o zakony typu zachovani - vSeobecny tvar zakona zachovani mizeme popsat nasledujicim

vztahem:

2 pritoku + 3 zdrojii - 2 odtokii - X zaniki = casovd zména akumulace
39




Metody identifikace

Tento vztah predstavuje v podstaté bilan¢ni rovnici, kterou mizeme aplikovat na tok uréité formy
hmoty nebo energie vysetfovanym objektem. Pojmy zdroj (vznik) a zanik, pouzité ve vSeobecné
rovnici, je tfeba chapat ve smyslu transformace jedné formy (napf. energie) na druhou. Jestlize je

vySetfovany proces ustaleny, pak ¢asova zména akumulace je rovna nule (ustaleny stav objektu).

e zakony typu sdileni - pfi procesech, které¢ probihaji samovolné jen v ur€itém sméru (nevratné
procesy) nestaci popis bilan¢ni rovnice pfedchazejiciho typu. Je tfeba jesteé pouzit zakon typu

sdileni, jehoz v§eobecny tvar mizeme popsat nasledujicim vztahem:
tok = soucinitel prenosu * gradient urcujicitho parametru

kde soucinitel pienosu je prevracena hodnota odporu sdileni (napt. Fourieriiv zakon sdileni tepla

vedenim, Ohmtiv zdkon apod).

e stavové rovnice - jestlize existuje ve vySetfovaném objektu vice stavovych veli¢in navzajem
nezavislych a pusobicich na dynamiku procesu, je tfeba sestavit stavové rovnice interpretujici
vazby mezi stavovymi veli¢inami. Stavové rovnice je nutné odvodit z pfislusnych fyzikalnich

vztahli mezi stavovymi veli¢inami (napf. stavova rovnice plyna).

e Dbilance entropie - jestlize obsahuje vySetfovany proces dva nebo vice ¢astecnych nevratnych
déjt (naptf. difuze a vedeni tepla), vznikaji superpozici nové jevy a pro popis dynamiky jsou

nevyhnutelné rovnice bilance entropie.

Pro matematicky popis vySetfovanych objektl se pouzivaji rGzné druhy rovnic. Pfitom je
nutné vzit do tvahy rozlozeni sledovaného parametru v objektu, v némz probiha proces. Procesy, které
maji stejné hodnoty sledovanych veli¢in v celém prostoru zafizeni, nazyvame procesy se
soustfedénymi parametry. Procesy, jejichz sledované veli¢iny maji riiznou hodnotu podle mista v

objektu, nazyvame procesy s rozlozenymi parametry.

Na algebraické rovnice obvykle vede matematicky popis stacionarnich rezimii procest (popis
statického chovani, tj. ustaleného stavu procest se soustfedénymi parametry). Obycejné diferencialni
rovnice se pouzivaji pfi matematickém popisu nestacionarnich rezimt (dynamiky neboli
prechodovych stavll) procesii se soustfedénymi parametry, jakoz i stacionarnich rezimia (statického
chovani) procesu s rozlozenymi parametry, u nichz hodnoty sledovanych veli¢in zavisi pouze na jedné
prostorové soutradnici. V prvnim piipadé se v diferencidlnich rovnicich jako nezavisle proménna voli
Cas, v druhém pfipad¢ je to prostorova souradnice. Pifi matematickém popisu objekti pomoci
obycCejnych diferencialnich rovnic je nevyhnutelné zadani pocateCnich podminek. Parcidlni
diferencidlni rovnice se pouzivaji pii matematickém popisu dynamiky procesii s rozlozenymi
parametry nebo stacionarnich rezima takovych procest, ve kterych rozlozenost je ve vice nez jedné
prostorové soutadnici. Pii popisu dynamiky procesu takovymi rovnicemi je tfeba soucasné s

pocatecnimi podminkami zadat i okrajové podminky, které jsou obecné funkcemi ¢asu. Pro stacionarni
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rezimy procest charakterizovanych parcialnimi diferencialnimi rovnicemi se zadavaji pouze pocatecni

podminky, které zaviseji na souradnicich.

Posledni fazi analyzy je tzv. specifikace modelu procesu, tj. uréeni hodnot neznamych
parametri a Koeficienti odvozeného systému rovnic, které urCuji platnost modelu pro dany

konkrétni objekt v konkrétnich podminkach.

Matematicky model objektu ziskany teoretickou analyzou je tfeba vzdy upravit do tvaru, ze
kterého by byly zfejmé dynamické vlastnosti vySetfovaného objektu, ptipadné do tvaru, ktery by byl
vhodny na dal$i pouziti. I pfi identifikaci relativné jednoduchych objektl vznikaji komplikované a
slozité modely, jejichz feSeni z hlediska rozsahu vypocti by bylo neekonomické. Proto v dalsi fazi je
nutné model zjednodusovat (aproximovat), kdy se ptvodni matematické vztahy nahrazuji
jednodussimi a ziskavad se model v pouzitelnéjSim (jednoduss$im) tvaru, avSak zachovavajici a
nezkreslujici ty vlastnosti a relace na objektu, které vy§etf'ujeme. Diisledna fyzikélni anal}'fza vede
diferencidlni, pfipadn¢ algebraické nelinedrni vyrazy), jejichi pifimé analytické feSeni je obtizné a
které znacné komplikuji dalsi vyuziti vysledkt. Operace s linearnimi modely pii analyze i syntéze jsou
neporovnatelné¢ jednodu$si nez s modely nelinearnimi, a proto podle moznosti pfistupujeme k
linearizaci nelinedrnich systémll. Pro malé zmény vstupnich a vystupnich signdll mizeme
predpokladat, ze vztah mezi nimi je linedrni tj. vyjadfitelny linearnimi diferencialnimi rovnicemi.

Linearizaci matematického popisu soustav je mozno provést riznymi metodami:
1. rozvoj nelinearniho vztahu v fadu a vyuZiti pouze linearnich c¢lend,
2. linearizace popisu prvkd, ze kterych se soustava sklada,

3. linearizace pomoci aproximace metodou nejmensich ctverct.

Ptiklad linearizace podle bodu 1:

K rozvoji v fadu zpravidla vyuzivame Taylorova vzorce. Za predpokladu, ze funkce f(x) ma v

bod¢ x, derivaci n-tého tadu, lze pro funkci jedné proménné psat:

f(o)

Fx)=f(x)+ (x=2xp) + sz,f(k)(xo)(x x) ™

kde  x-—xp=4x je mala odchylka od pracovniho bodu.

Pfi popisu soustavy se uplatiuji pouze prvni dva ¢leny na pravé strané rovnice, které tvori
linearni funkci. Obdobny rozvoj lze vytvofit i pro funkci vice proménnych. Geometrickou interpretaci

této linearizace je pro jednu proménnou aproximace teCnou v uvazovaném bod¢, pro dvé promeénné
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aproximace zakfivené plochy te¢nou rovinou. Pro malé odchylky od pracovniho bodu pro funkci y =

[f(x) priblizné plati:
Pro malé odchylky od pracovniho bodu x, pro funkci y=f{x) pfiblizné plati

A
Ay:(j A = k Ax ®)
&)y =x

pro funkci dvou proménnych v=£{x,y)

d d
dv=| = | o = A ©)
12 ( )HCOAX + ( jy% ly ky Ax + k,Ay

Casto se zavadéji bezrozmérné proménné:

<px=§ (P;V:Q <pv=ﬂ (10)

Xo Yo Vo
Proces zjednodusovani neni jednoduchy, vyzaduje velkou zkuSenost a hrozi pfi ném
nebezpeci, ze vysledny model nebude adekvatni objektu. Dostatecné vSeobecna a spolehliva metoda
aproximace zarucujici pozadovanou shodu chovani ptivodniho a zjednoduseného modelu neexistuje. V
celém procesu tvorby modelu zavadime fadu predpokladi, zjednoduseni a aproximaci, které maji vliv

na presnost modelu. Tato skute¢nost je jednim z divodi, pro¢ analyticky odvozeny model, jakmile je

to mozné, experimentalné testujeme.

Dalsi prace s matematickym modelem vySetfovaného objektu se miize realizovat v Casové
nebo frekvencéni oblasti. V prvnim piipadé je pro dalsi postup duilezité, zda se z rovnic modelu vylouci
vnitini (stavové) veliCiny anebo ne. Klasicky, nejcastéji pouzivany postup, predpokldda vylouceni
stavovych veli¢in a upravu modelu do tvaru systému diferencidlnich rovnic objektu obsahujicich
pouze vstupni a vystupni proménné. Jejich feSenim dostdvame cCasovy prubéh odezvy vystupniho
signdlu na signadl vstupni. Moderni teorie fizeni vyuzivd pro popis dynamiky objektu metody
stavového prostoru. VySetfovany objekt je potom mimo vektoru vstupnich a vystupnich velic¢in
charakterizovany vektorem stavovych veliCin, urCujicich stav objektu. Vyhody pouziti stavovych
metod se projevi hlavné pifi vySetfovani slozitych objekti. Pfi feSeni matematického modelu ve
frekvencni oblasti se pivodni soustava rovnic transponuje vhodnou integralni transformaci. Dale se

pracuje s pienosovou funkci at’ uz v analytickém nebo grafickém vyjadreni.

V soucasné dob¢ se pro matematické modelovani pouzivaji prostfedky cislicové vypocetni
techniky. Chceme-li proto fesit diferencidlni rovnice na Cislicovém pocitaci, musime provést vhodnou
matematickou upravu. Jednou z moznosti je prevedeni diferencialni rovnice n-tého fadu na systém n

rovnic prvniho fadu a tento potom feSit vhodnou numerickou metodou. V piipadé modelovani
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spojitych procest pro tcely Cislicového fizeni, musime pievést spojity matematicky model fizeného

objektu ze spojitého tvaru (napt. ve tvaru diferencialnich rovnic nebo operatorovych pienosl) na

model diskrétni (napt. ve tvaru diferen¢nich rovnic nebo diskrétnich prenosi).

2.5.

Piiklady sestavovani analytickych modela jednoduchych objekti

Pro sestavovani analytickych matematickych modeli je uzite¢na metoda blokovych schémat

(blokové algebry) pii niZ postupujeme nasledovné:

1.

2.

Sestavime skutecné funkcni a technické schéma modelovaného objektu.
Oznacime vSechny prvky a veli¢iny vyskytujici se v objektu a smér ptisobeni veli¢in a signala.

Pro vztahy jednotlivych veli¢in mezi sebou sestavime matematicko-fyzikalni analyzou
ptislusné diferencialni rovnice s obecnymi konstantami. Vystupni veli¢iny povazujeme jako
zavislé, vstupni jako nezavisle proménné. Vstupni veli¢iny do jednotlivych subsystémii mohou
byt téz vystupnimi veli¢inami z predchazejicich subsystémi. V takovém piipadé je nékdy

vhodné postupovat od konce tak, az se dostaneme ke vstupnim veli¢inam systému.

Na zakladé¢ diferencialnich rovnic a vzajemnych vazeb jednotlivych veli¢in sestavime blokové

schéma. Jednotlivé bloky popiSeme a vyznacime ptislusné vstupni a vystupni veli¢iny.

Jsou-li statické vztahy jednotlivych wveli¢in linearni nebo v okoli pracovnich bodl
linearizovatelné, mizeme nahradit jednotlivé bloky operatorovymi pifenosy. Nejsou-li statické
vztahy linearni, mize nam poslouzit blokové schéma jako podklad pro modelovani na
pocitaci.

Maéme-li oznaceny jednotlivé bloky prenosovymi funkcemi, zjednodusime celé schéma podle
pravidel blokové algebry az na operatorovy pienos, vyjadiujici pomér mezi operatorovymi

obrazy ptislusné vystupni a vstupni veliCiny.

Postup pti matematicko-fyzikalni analyze si budeme ilustrovat na ne€kolika ptikladech analyzy

dynamickych vlastnosti riznych objekta.
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Reseny priklad

N
AN

Zadani

o Ohrev materialu v peci

Sestavte diferencialni rovnici ohfevu kovu v ohfivaci peci. Vyména tepla probiha

v souladu s Newtonovym zakonem pfestupu tepla konvekci. Vystupni veli¢inou je teplota

povrchu kovu v(?) [K], vstupni veli¢inou je teplota pece v,(?) [K]. Ohfivany povrch kovu je

S [m*], jeho hmotnost m [kg], mémé teplo ¢ [J kg™ K''] a souéinitel prestupu tepla konvekci

a [W m™ K']. Uréete operatorovy pienos ohfevu materidlu v peci a nakreslete blokové

schéma.

Reseni

Mnozstvi tepla predané horkymi plyny za ¢as dt je dano Newtonovym zakonem:

d0=a.S.(8,()-9.(t)). di

an

Predané teplo se spotfebuje na zménu teploty kovu o duy(?) a tepelna kapacita kovu se zvysi o:

dQ=c.m.d8 (1)

(12)

Podle zakona zachovani energie se teplo pfedané kovu rovna zméné jeho tepelné kapacity:

.S (8,0)-9@). dt=c.m d ()

Po uprave dostavame:

c.m d§(1 _

s TH0=9,0
d3,(1) _

r.= +8,(1)=8,(t)

c.m ;
kde T= —— je Casova konstanta.
a.S

Rovnici (15) pfevedeme do Laplaceovy transformace a ur¢ime pfenos:

T.p.O(p)+6,(p)=06,p)

_Y(p) _6(p_ 1

P =T o Tpel
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Ohtev kovu v ohfivaci peci je vyjadien proporcionalni soustavou 1. fadu.

Blokové schéma ohievu kovu je znazornéno na obr. 8.

—_—)p

Reseny priklad

N
AN

Zadani

O,(p)

G(p) =

1
Tp+1

Oup)
—_—

Obr. 8 Blokové schéma ohievu kovu

o Rekuperator pro ohiev vzduchu

Sestavte diferencialni rovnici dynamického chovani rekuperatoru pro ohiev vzduchu

(obr. 9). Rekuperator pracuje na principu piedavani teploty jednoho média (koutovych

plynil) médiu druhému (vzduch). Trubkou, ktera je obtékdna koufovymi plyny o teploté

U(Y)[K], prochazi vzduch, ktery se ohfiva na teplotu v,(¢)[K]. Urcete operatorovy pienos

rekuperatoru a nakreslete blokové schéma.

Reseni

vzduch
u(t)

N

—

A

koutové
plyny
U(t)

k

pO>Hhn .. .. .....,.,,,

L

U

Obr. 9 Rekuperator pro ohi‘ev vzduchu

Predpokladame, Ze vymeéna tepla se uskuteciiuje vedenim, a to od koutovych plynd pies sténu

trubky se soucinitelem piestupu tepla konvekei o,[W m™ K'] a déle pak od trubky pies jeji vnitini

sténu se souinitelem piestupu tepla a,[W m™ K']. Dale piedpokladame, Ze rozdil teplot na sténach

trubky je zanedbatelné¢ maly (jedna se o tepeln¢ tenké téleso, zanedbavame prenos tepla vedenim v
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trubce). ¥,[m’] je objem trubky rekuperatoru, p[kg m] je hustota trubky, ¢,[J kg™ K] je mémé teplo
trubky, S,[m’] je vn&j§i povrch trubky rekuperatoru obtékany koufovymi plyny, ¥,[m’] je objem
vzduchu, p,[kg m™] je hustota vzduchu, ¢,[J kg” K'] je m&mé teplo vzduchu a S,[m?] je vnitini povrch

trubky rekuperatoru obtékany vzduchem.

Mnozstvi tepla pfedané koufovymi plyny sténdm trubky rekuperdtoru za Cas dt je déno

Newtonovym zakonem:
dQ:aI.SI.(19p(t)—19t(t)).dt (18)

Predané teplo se spotfebuje na zménu teploty trubky o du,(?) a tepelna kapacita trubky se zvysi

0 hodnotu:
dQ=c,. p,.Vi.d8 (1) (19)

Podle zakona zachovani energie se teplo pfedané trubce koufovymi plyny rovna zméné

tepelné kapacity trubky:
ar.S1. ($,()=9.(1) . dt=c.. p,.V.d3 (1) (20)

Tuto rovnici dale upravime a dostaneme:

V.-p, -c, d3(t)

Lt 4()=29 21

P B0 50 =9, e

5. 490 9y =9,0) 2)
dt

Vt'pz'c

kde T, = L je Gasova konstanta.

a; -9,

Rovnici (22) ptevedeme do Laplaceovy transformace a urc¢ime dil¢i pienos koutové plyny -

trubka:
I.p.6,(p)+6,(p)=06,(p) (23)
o, 1
G (p)=2P) (24)
O,(p) Tp+l
Mnozstvi tepla predané sténou trubky rekuperatoru vzduchu za Cas dr je dano Newtonovym
zékonem:

d0 =a;. ;. (9(6)-8,(1)). dt (25)
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Predané teplo se spotiebuje na zménu teploty vzduchu o duv,(?) a tepelna kapacita vzduchu se

zvysi o hodnotu:
dQ=c,. p,.V,.d3 (1) (26)

Podle zakona zachovani energie se teplo pfedané sténou trubky rekuperatoru vzduchu rovna

zméné tepelné kapacity vzduchu:
0.8 (8 @O)=-8,(t)).dt=c,. p, Vi.d (1) (27)

Tuto rovnici dale upravime a dostaneme:

VV ) pV : cV dlgv(t)

+3(t)=8(t 28
s YOD=9) (28)
r. 2 g 1)=5,1) 29)
kde T, = w je Casova konstanta.
a,-S,

Rovnici (29) prevedeme do Laplaceovy transformace a ur¢ime dil¢i pfenos trubka - vzduch:

T,pO(p)+O,(p)=06,(p) (30

O,(p)_ 1

)= o) T, pe1

€2))

Vysledny pfenos celého rekuperatoru je dan souc¢inem dil¢ich pienost:

0.(p) ]
P _G(p)G(p)= 3
o (p) P (T 1) 42

G(p)=

Rekuperator se chova jako nekmitava proporcionalni soustava 2. fadu.

Blokové schéma rekuperatoru je znazornéno na obr. 10.

Oy(p) 0 «(p) Oup)
—_ 3 Gi(p Ga(p)

A 4
v

Obr. 10 Blokové schéma rekuperatoru
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NV s
#_ | ReSeny priklad
Zadani
0 Pérovani automobilu
Urcete, jak velké stlaCeni na napravu vytvoii sila plisobici na karoserii automobilu.
Sestavte operatorovy prenos pérovani automobilu a nakreslete blokové schéma. Vztah
popisujici vychylku polohy karoserie x(z)[m] v zavislosti na ptsobici sile F[N] je ve tvaru
linearni diferencialni rovnice 2. fadu:
Reseni
d’x(t d x(t
m §)+b ()+kx(t)=F(t) (33)
dt dt
kde m[kg] je hmotnost automobilu, 5 [N s m™] je koeficient tlumeni a & [N m™] je tuhost
pruziny.

Laplaceovou transformaci vztahu (33) ziskame vztah:

mp”X(p)+ bp:X(p)+ kX(p)= F(p) (34)

Pfenos soustavy ma tedy tvar:

1
Gp=2w_ 1 _ & 35)
F(p) mp +bp+k m
[T

Jedna se o prenos kmitavého proporcionalniho ¢lenu se setrvac¢nosti druhého radu.

F(p) 1 X(p)
— M-
;pz +%p+1

Obr. 11 Blokové schéma pérovani automobilu
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Reseny priklad

N
AN

Zadani
0 Hromadéni materialu na skladce

Na obr. 12 je zobrazen proces hromadéni materialu na skladce, kde m(z)[kg] je
celkové mnozstvi materialu na skladce, g;(?), resp. g(¢)[kg. s-1] je hmotnostni mnozstvi

dovazené, resp. odvazené. Poved'te analytickou identifikaci hromadéni materialu na skladce.

Reseni

qu(t) qa(t)
—> —>
) ) m(t) - =

Obr. 12. Proces hromadéni materialu na skladce

Pro elementarni ptirtistek mnozstvi materialu na skladce dm(?) za elementarni ¢asovy piirstek

dt plati bilan¢ni rovnice:

dm(t) = q(1)dt — qx(1)dt (36)

ze které po uprave dostaneme linedrni diferencialni rovnici 1.fadu:

dm(t)
=q,(t)—q, ().
7 q,()—q, (1) -

Mnozstvi materialu na skladce nemtize byt zaporné, tj. m(z) > 0. Na skladce v case =0 bylo
urcité pocatecni mnozstvi m(0) = my > 0. Integraci vztahu pii uvazovani pocatecni podminky m,

ziskame ekvivalentni vyjadieni procesu hromadéni materidlu na skladce.
t
m(®= [[0,() ~ g, ()}t +m. (38)
0

Z tohoto vztahu vyplyva integracni (akumulacni) charakter procesu hromadéni materialu (obr.

12).
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q 1(13' ]

tmit)
J —

ot}

Obr. 13 Blokové schéma procesu hromadéni materialu na skladce v ¢asové oblasti
Na zaklad¢ vztahu (38) Ize snadno analyzovat vlastnosti procesu hromadéni materidlu (obr.

14):

m®) R afp <a® . q) =g a1 =a®

SKLADKASE
m 0 ROSTE KLE3SA MEMENI = U3TALENY ¥Y¥3TUP
=
0 t

Obr. 14 Casovy priibéh procesu hromadéni materialu na skladce

Ze vztaht (37) a (38) i z obr. 14 plyne, Ze ustidleny vystup procesu hromadéni materialu

nastava pii libovolném mnozstvi materialu na skladce m, v ptipad¢, kdyz ¢,(t)=q,(t). Bude-li
navic q,, =q,, =konst, pak vznika ustaleny stav celého procesu hromadéni materialu. Je tedy

ziejmé, ze zavislost mezi mnozstvim materidlu na skladce m, (vystupem) a dovazenym gq,;a

odvazenym q,, mnozstvim (vstupy) v ustaleném stavu neexistuje.

Laplaceovou transformaci vztahu (37) ziskame vztah:

M) =10 -0 (p]+ ™ (39)
P P

Pro nulovou poc¢ate¢ni podminku m, = 0 pak plati:

M(p) =;[QI (1) -0,(p)] (40)

a operatorovy prenos pak ma tvar:

50



http://www.fs.vsb.cz/books/sipro/obr/obr23.gif�
http://www.fs.vsb.cz/books/sipro/obr/obr23.gif�

Metody identifikace

M(p) 1
Gp)=— P _ % 41
D= -0 » @D
m,
9, .
gy
—

Obr. 15 Blokové schéma hromadéni materialu na skladce v oblasti komplexni proménné

Reseny priklad

N
AN

Zadani
0 NadrzZs volnym odtokem kapaliny

Sestavte diferencialni rovnici dynamického chovani kapaliny v oteviené nadobé
podle obr. 16. Do nadoby pfitéka pritoény objem kapaliny ¢,(#) [m’.s] a z nadoby volné
odtéka pritoény objem g(2) [m’.s'] otvorem ve dné nadrze vlivem zemské tize. Hladina

kapaliny ma konstantni plochu P[m’], &(#)[m] je vy$ka hladiny. Uréete, jak se bude ménit

v Case vyska hladiny 4(2), sestavte operatorovy pienos a nakreslete blokové schéma.
Reseni
Pro objemovy tok ¢,(?) plati nasledujici vztah :
0,(1) = a~|h(1), (42)

kde a [m*?s'] je konstantni koeficient pritoku.

Pro elementarni pfirtstek objemu kapaliny v nadrzi Pdh(t) za elementarni Casovy prirastek dt

plati bilan¢ni rovnice:

P.dh(t)=q,(t).dt—q,(t)dt, (43)
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Obr. 16 Schéma nadrze s volnym odtokem

resp. po dosazeni vztahu (38):

P.dh(t)=q,(t).dt —a-|h(t).dt . (44)
Po uprave dostaneme nelinearni diferencialni rovnici 1. fadu:
P. d’;(;) Fanlh() = q,(t) (45)

s pocatecni podminkou 4(0) = hy. Je ziejmé, Ze nenulovou pocatecni podminku mohl zpiisobit

pouze nenulovy pfitok g,(?) pro ¢ < 0. Pokud pritok g,(z) = 0 pro ¢ < 0, pak rovnéz h, = 0.
V ustaleném stavu vymizi v§echny zmény v Case, tzn.

dh(t

L -0

dt
t>0=3h(t)>h, (46)

ql (t) - qul

a proto na zakladé vztahu (45) pii uvazovani vztahu (46) dostaneme

1,
u :7‘%1 .
a

h (47)

Vztah (43) vyjadiuje zavislost mezi vyskou hladiny 4, a ptitokem g,; v ustaleném stavu. Je to
staticka charakteristika, ktera je definovana pouze v 1. kvadrantu, protoze plati fyzikalni omezeni

vysky hladiny (obr. 17).

0<h(t)<h (48)

max ?
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b, h &by h Plvrodnd staticks
chatrakteristika

Atatickd charakteristika
po lineatizaci

Fracownd bod &qul

' —
0 / qu1 Al

kde 4,4, je maximalni vyska hladiny dana konstrukei nadrze.

Obr. 17 Staticka charakteristika nadrZe s volnym odtokem

Blokové schéma nadrze s volnym odtokem, které odpovida diferencialni rovnici (45) je

znazornéno na obr. 18.

q ft) hit)
LJ e
P

AV e

a4t

Obr. 18 Blokové schéma nadrZe s volnym odtokem v ¢asové oblasti

V regulacni technice se cCasto pouziva linearizace nelinedrniho matematického modelu,
protoze u linedrnich modeld mtizeme pouzit Laplaceovu transformaci a celé fady jinych metod, které
neplati pro nelinearni modely. PouZijeme piiristkové proménné vyjadiujici pfirGstky od zvolenych

ustalenych hodnot, které nam urcuji pracovni bod soustavy (obr.17):

h(t) = h, + Ah(t) = Ah(t) = h(t) - h,

. (49)
q,() =q,, +4q,() = Aq,() = q,(1) — q,,
Po dosazeni vztahti (49) do nelinearni diferencialni rovnice (45) obdrzime rovnici
dAh(t
P. ® +a.h, + Ah(t) = q,, + Aq,(1). (50)
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Nasledné pouzijeme linearizaci pomoci Taylorova rozvoje

dAn(r) | a

e 2.[h,

a po jeho jednoduché tpravé obdrzime linearni diferencidlni rovnici 1.fadu

P

Ah(t) = Aq, (1) (51)

799D | gy = kA, | (52)
T, = M , (53)
a

2./h
ky=—", (54)
a

kde T, ¢asova konstanta [s],
k; koeficient pfenosu [m™.s].

Statickou charakteristiku v priristkovych proménnych ziskame snadno z diferencialni rovnice

(52), protoze plati

dAh(t) 50
dt
t >0 =4h(t) > 4h, (55)
atedy
ah, =k,.Aq,, . (56)

Z posledniho vztahu je patrné, ze koeficient pfenosu k; vyjadiuje smérnici (sklon) statické

charakteristiky v pririistkovych soutadnicich.

Z diferencialni rovnice (52) vyplyva, ze nadrz s volnym odtokem po linearizaci ma vlastnosti
proporcionalniho prvku se setrvacnosti 1. fadu. Pfi pouziti linearizovaného modelu si musime
uvédomit, Ze model plati pro malé odchylky od zvoleného pracovniho bodu, jehoz soutradnice jsou
dany vztahem (47). Proto musime uvazit, jestli budeme pracovat v piirtistkovych proménnych, pak
pouzijeme blokové schéma na obr. 19a, nebo v ptvodnich proménnych, kdy pouzijeme blokové

schéma na obr.19b.
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Ahit)

g )
a} e 1 Tl J
i 1

CEEETONE Ah)
k| —— %J
1

Fal ql(t}

Obr. 19 Blokové schéma nadrZe s volnym odtokem v ¢asové oblasti po linearizaci pro:

prirastkové proménné - (a), pivodni proménné - (b)

Pouzitim Laplaceovy transformace (pii nulové pocatecni podmince) na diferencialni rovnici

(48) a po upraveé dostaneme vztah:

k
AH(p) =" ——.40,(p) (57)
p+1

kde AH(p), AQ,(p) jsou Laplaceovy obrazy proménnych Ah(t), Aq;(2).

V regulaéni technice vztah (57) zapisujeme pomoci pienosu:

AH(p) k,
G(p)= = : (58)
A0,(p) T,.p+1
AQi(p) G(p)= k, AH(p)
I p/= T, p+1 -

Obr. 20 Blokové schéma nadrZe s volnym odtokem v oblasti komplexni proménné po linearizaci

2 Shrnuti pojmu

Linearizace a metody linearizace, postup pfi tvorb& analytického modelu, jednoduché analytické

modely technickych systémi.
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) Otazky

1. Vyjmenujte faze tvorby matematického modelu analytickou identifikaci.
2. Které fyzikalni zakony jsou nejcastéji pouzivany pii analytické identifikaci.

3. Co znamenad linearizace a jaké metody linearizace uzivame pii identifikaci systémd.

2.6. Experimentalni metody identifikace

@ Cas ke studiu: 3 hodiny

@ Cil Po prostudovani tohoto odstavce budete umét

¢ definovat experimentalni identifikace, metody experimentalni identifikace,
druhy modelii experimentélni identifikace

e popsat druhy signalti uzivané pii experimentalni identifikaci, popsat adaptivni a
neadaptivni identifikaci, volbu metody identifikace

e Klasifikovat metody identifikace.

LLIJ| Vyklad

Experimentalni identifikace vyuziva informace ziskané o vySetfovaném objektu v prub&hu jeho
pozorovani v normalnim provozu nebo pfi vhodné zvoleném experimentu. Rozborem pribeht
vstupnich a vystupnich veli¢in objektu ziskdvame matematicky model vyjadfujici vnéjSi popis
systému (tzv. ¢erna skiinka — black box). Model vyjadiuje vstupné-vystupni chovani objektu, avsak
neumoznuje pohled do jeho vnitini struktury. Souvislost mezi parametry modelu a konstruk¢énimi
parametry objektu neni z tohoto modelu zfejma. Pi pouziti vétSiny metod experimentalni identifikace
postupujeme obvykle tak, Ze pro apriori znamou anebo jinym zptusobem piedpokladanou strukturu
modelu (tj. strukturu matematického vyjadieni zavislosti mezi sledovanymi veli¢inami) se provede na
zéklad¢ pozorovani vstupti a vystupti objektu odhad neznamych parametrd této struktury. Do
experimentalni identifikace, jestlize je spravné provedena, mizeme zahrnout fadu zavaznych faktord,
které nemtizeme aplikovat pii tvorbé modelu analytickym zplisobem (na vysetiovany objekt Casto

pusobi nadhodné veliCiny, méfené veliCiny jsou ovlivnény ndhodnymi chybami tzv. Sumem, pfipadné
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vlastnosti objektu se méni pfedem neznamym zplsobem). Je ziejmé, ze vétSina technologickych

procest v prumyslu vykazuje prave takové chovani.

K nevyhodam experimentalni identifikace patii ta skutecnost, Ze vySetrovany objekt musi byt
pfistupny experimentu a sledované veli¢iny musi byt méfitelné. Déle je nutno si uvédomit, Zze z

vySetifovaného modelu nemtizeme ziskat informace o vnitini struktufe objektu.

Pti tomto zpisobu identifikace postupujeme obvykle tak, Zze pro vhodné zvolenou strukturu
modelu provedeme odhad jeho parametrti ze zaznamu odpovidajici odezvy na vstupni signal za pouZiti

vhodné vyhodnocovaci metody.

2.7. Rozdéleni experimentalnich identifika¢nich metod

V prubehu vyvoje teorie identifikace a modelovani byla navrzena fada metod experimentalni
identifikace a dal$i metody jsou stale publikovany. Z pocatecni snahy o co nejjednodussi postup pii
experimentalni identifikaci (napf. vyhodnocovani ptechodovych charakteristik pomoci te¢ny v
parametrd modelu. Ruznorodost identifikacnich metod spociva ve volbé vstupniho testovaciho
signalu, volbé typu matematického modelu, v riznych moznostech numerického feSeni odhadu
parametrd modelu a rtznych zplsobech zpracovani naméfenych dat. Podle téchto hledisek je

provedena nasledujici klasifikace experimentalnich identifika¢nich metod.
Podle druhu testovaciho signalu:

Identifikovany objekt budime vstupnim signalem a z pozorované reakce (odezvy) se snazime
analyzovat vlastnosti objektu. Vniknuti do podstaty vlastnosti a mira pfesnosti jejich urceni je v

experimentu zna¢né zavisla na zptisobu buzeni objektu a vybéru typu testovaciho signalu.

Vstupni signaly mizeme tfidit z riznych hledisek. Vstupni signdly mohou byt pfirozené

(provozni) signaly, které se bézné€ vyskytuji v provozu a plsobi na systém béhem jeho provozu (fidici

signaly, provozni Sumy apod.). Pokud tyto signaly svymi vlastnostmi neumoziuji provést identifikacni
experiment (napi. maji malou amplitudu, nevhodné frekvencni spektrum apod.), pouzivaji se uméle

vytvoiené signaly (testovaci signaly), které dovedeme:

- jednoduse opakované generovat,

- matematicky popsat,

- realizovat pomoci akénich ¢lent (fyzikalni realizovatelnost signall),

- 1ze pouzit pro dany proces (systém je mozné vybudit uvedenym signalem),

- dostate¢né vybudi systém vzhledem k jeho dynamice.

Podle tohoto hlediska pak délime experimentalni metody identifikace na:

57




Metody identifikace

e pasivni metody - k identifikaci vyuzivame vstupni signal existujici v provoznich podminkach
soustavy
e aktivni metody - na vstup soustavy pfivadime pfedem definované uméle vytvarené vstupni
signaly s urCitymi vlastnostmi (deterministické signaly, Sum, pseudonahodné signaly)
Signaly dale délime podle jejich vlastnosti na:
- deterministické, jejichz pribéhy v case jsou znamymi funkcemi ¢asu, coz znamena, Ze
hodnoty takovych signalti se mohou uréit pro kterykoliv ¢asovy okamzik, dovedeme je analyticky
popsat. Tyto deterministické signaly mohou byt bud’ aperiodické (jednotkovy skok, jednotkovy skok

rychlosti, jednotkovy skok zrychleni, jednotkovy impuls aj.) nebo periodické (sinusovy prub¢h, sled

pravouhlych impulst, sled lichobéznikovych impulst, sled trojuhelnikovych impulsi apod.)

- ndhodné (stochastické), jejichz pribéhy v Case jsou neznamé nebo ndhodné funkce Casu,

jejich kazda realizace je jedinecna, ndhodnd, neopakovatelna, nedovedeme je analyticky popsat.
Miizeme u nich urcit jen statistické nebo pravdépodobnostni charakteristiky. Typickym pfedstavitelem

stochastického signalu je bily Sum.

- pseudondhodné, jejichz pribeh v Case je znamy, v ramci jedné periody maji charakter znamé

realizace nahodného procesu a tyto realizace se periodicky opakuji.

Podle tohoto hlediska pak délime experimentalni metody identifikace na:

e deterministické metody (klasické) - vychazeji z méfeni odezev na klasické determinované
zkuSebni signaly jako jsou neperiodické signaly (napf. skokova a impulsni funkce), periodické
signaly (sinusovy, obdélnikovy a lichob&znikovy pribéh) a z jejich vyhodnoceni klasickymi
vyhodnocovacimi metodami. Podle typu vstupnich signald délime deterministické metody
identifikace na metody vyhodnoceni ptechodovych charakteristik (napi. aproximace tecnou v
inflexnim bod¢, metoda postupné integrace apod.), frekvencnich charakteristik a na metody, pfi
kterych je vstupni signal ve tvaru obecné funkce Casu, spliuje vSak ur¢ité omezujici predpoklady.
Tyto metody jsou vhodné pro soustavy, které¢ lze popsat deterministickymi modely. Obvykle

nevyzaduji pouziti vypocetni techniky.

e stochastické metody (statistické) - vychazeji z méfeni odezev na nahodné resp. pseudonahodné
zkuSebni signaly a z jejich vyhodnoceni statistickymi vyhodnocovacimi metodami za pouziti
odhadovany z podminky, aby vhodné kritérium odvozené od pribéhu vystupu realné soustavy a
modelu nabyvalo extrému. Z matematického hlediska vede proces experimentalni identifikace na
feSeni tlohy optimalizace parametri. Hlavnim matematickym aparatem potebnym k feSeni této

ulohy je teorie pravdépodobnosti, matematicka statistika a teorie ndhodnych procesii (metoda
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korela¢ni analyzy, metoda nejmensich ¢tvercli, zobecnéna metoda nejmensich ¢tverct atd.). Tyto
metody jsou vhodné pro identifikaci deterministickych soustav i soustav charakterizovanych
slozkou Sumového signalu piisobiciho na jejich vystupu. Jejich matematicky popis vede na

formulaci stochastickych modela.

Zminime se strucné o vyhodach a nevyhodach né€kterych identifikacnich metod vzhledem k
pouzitému vstupnimu signalu. Mezi nejcastéjsi metody pouzivajici aperiodicky vstupni signal patii
vyhodnocovani pfechodovych a impulsnich charakteristik. Vyhoda téchto metod spociva v relativné
kratké dobé meéfeni odezev a v jejich pomémé jednoduchém vyhodnocovani. Periodické
deterministické signaly se pouzivaji pfi proméfovani frekvencnich charakteristik objekti. Vyzaduji
pomérn¢ dlouhou dobu méfeni, protoze méieni se musi opakovat pro riizné frekvence signalu.

Vyhodou identifikace pomoci deterministickych signalii je reprodukovatelnost experimentu.

Metody slouzici k vyhodnocovani odezev na nahodné a pseudondhodné signaly jsou vhodné
zejména pro identifikaci stochastickych objekti, ale 1ze je také pouzit i u soustav deterministickych.
Tyto metody jsou zaloZeny na statistickém vyhodnocovani naméfenych hodnot, a proto vyzaduji
pomérneé dlouhou dobu méteni, coz plati zejména pro vyhodnocovani odezev na nahodné signaly.
Pouziti pseudonahodnych signali je vyhodnéjsi, nez signalli ndhodnych, protoze pseudonahodné

signaly maji presné¢ dané vlastnosti v omezeném casovém useku a umoznuji reprodukovat experiment.

Pfi vybéru testovacich signali musime vzit v Gvahu nejen dynamiku a typ vysetfovaného
systému ale i1 hledisko praktické realizovatelnosti. Cela fada testovacich signaltt ma pouze teoreticky
charakter a prakticky je mizeme realizovat jen s vétSim nebo menSim stupném pfiblizeni. Pti volbé
testovaciho signalu pro identifikaci readlného objektu jsme omezovani moznosti vybéru jen z urcitych
tiid signalt, které jsou pro objekt pfipustné (z bezpecnostnich a technologickych divodl) a technicky

(ptistrojove) realizovatelné. Svij vliv zde sehravaji i nahodné poruchy a ekonomika experimentu.

Podle zpiisobu zpracovani vysledkit experimentu.

Vysledkem experimentalniho méfeni jsou bud’ spojité zaznamy vstupnich signald a jim
odpovidajicich odezev nebo diskrétni hodnoty téchto signald méfené v ekvidistantnich ¢asovych
intervalech. Metody experimentalni identifikace miizeme proto rozdélit podle toho, zda se pfi nich

zpracovavaji spojité nebo diskrétni signaly.

Dalsim hlediskem pro rozd€leni metod podle zpiisobu zpracovani naméienych hodnot je

dé€leni na metody:

e neadaptivni (explicitni nebo téZ metody otevitené smycky vzhledem k parametrim, off-line
metody, jednorazové metody) — zpracovavaji v§echna data najednou po ukonceném méieni (obr.

21a). VSechny vysledky méfeni je nutné az do vyhodnoceni uchovéavat.
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e adaptivni (implicitni nebo téZ metody uzaviené smyCky vzhledem k parametrim, on-line
metody, prubéZné metody) — zpracovavaji data postupné tak, jak byly v Casovém sledu
nameéteny. Z nékolika malo diskrétnich hodnot nebo z kratkého ¢asového intervalu pfi zpracovani
spojitych signali se vytvori model, ktery se dalSimi zméfenymi hodnotami neustale zpiesnuje
podle okamzitého stavu identifikovaného objektu v zavislosti na ¢ase. (obr. 21b). Pfi tomto

zpusobu identifikace neni tieba vS§echna namétrena data uchovavat.

u(®) soustava y(®) u(t) soustava y(t)
Fo > Fo
dentifik model _ +
identifikace F @
yu(t)
e(t
| pi ®
o2
model min € 2
F
a) b)

Obr. 21 Neadaptivni (a) a adaptivni identifikace (b)

Podle druhu modelu:

Volba druhu modelu je jednim z hlavnich méfitek pii klasifikaci identifikacnich metod,
protoze ke zvolenému modelu Casto pfislusi i urCity druh vstupniho signalu, kritéria kvality

identifikace a identifika¢niho algoritmu.

Model by m¢l spliiovat tyto pozadavky: dokonale popisovat dynamické vlastnosti objektu,
umoziovat relativné jednoduché matematické feSeni pii vyhodnocovani naméfenych dat, odpovidat
tvaru pozadovanému pro dalsi vyuziti a popisovat nebo vylucovat vliv rusivych signalt, které ptisobi

na identifikovany objekt.

Obecné¢ muzeme modely rozd€lit na parametrické (se strukturou), neparametrické (bez

struktury). Parametricky model stejného druhu (napt. diferencialni rovnice) méni tedy pro rtizné druhy
identifikovanych objektt svoji strukturu. U metod pracujicich s parametrickymi modely je nutné
strukturu modelu bud’ pfedem znat (napt. fad diferencidlni rovnice) nebo ji souCasné s parametry
modelu odhadnout. U neparametrickych metod jsou vysledky identifikacniho experimentu ve formé
tabulky nebo grafu (napt. body ptechodové charakteristiky apod.). Neparametrické modely nemtizeme

pfimo pouzit pro fizeni, protoze vétSina fidicich strategii je zalozena na znalosti parametrd modelu.
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Proto musime pro ucely fizeni neparametrické modely vhodnym zplsobem parametrizovat (napf.

aproximovat pfechodovou charakteristiku apod).

Podle nasledujicich konkrétnich tvard parametrickych modeld (viz. podrobnéji kap. 3)

rozdélujeme metody identifikace vedouci na nasledujici nejcastéji pouzivané typy model:

- model ve tvaru diferencialni rovnice nebo operatorového prenosu v Laplaceové transformaci

popisuje zavislost mezi spojitymi vstupnimi a vystupnimi signaly objektu. Protoze vétSina
identifikovanych objektd je spojitd, odpovida Casto tento tvar modelu analytickym modeltim, takze
koeficienty modelu predstavuji fyzikalni parametry objektu. Na matematickém popisu soustav pomoci
diferencidlnich rovnic je zalozena klasicka teorie automatické regulace (napf. navrh parametrl
regulatort, vySetiovani stability regula¢niho obvodu apod.). Do této skupiny metod patii predevsim
jednoduché metody identifikace, jakymi jsou napf. aproximace piechodovych charakteristik, metoda
postupné integrace, vyhodnocovani impulsnich charakteristik apod., vhodné pro identifikaci

deterministickych objektt.

- model ve tvaru diferen¢ni rovnice nebo diskrétniho pienosu v Z transformaci popisuje

zévislost mezi diskrétnimi hodnotami vstupnich a vystupnich veli¢in objektu. Pievodem spojitych
veli¢in na diskrétni pfechazi matematicky popis z diferencidlni rovnice na rovnice diferencni.
Derivace jsou v diferencni rovnici nahrazeny diskrétnimi hodnotami ¢asové funkce posunutymi v
Case, coz piinasi podstatné zjednoduseni numerického feseni odhadu parametrti. Tento zptisob popisu
modell navazuje na teorii ¢islicového fizeni. Model ve tvaru diferen¢ni rovnice se obvykle pouziva u
statistickych a pravdépodobnostnich metod odhadu parametrd, kdy vypocet je natolik slozity, ze se

neobejde bez vypocetni techniky.

- model ve tvaru frekvencni charakteristiky - frekvencni charakteristika popisuje chovani

objektu pfi riznych frekvencich a sice pomoci absolutni hodnoty poméru vystupniho a vstupniho
harmonického signalu a pomoci jejich fazového posuvu. Klasicky zpisob proméfovani objekti
poruchovym signalem s proménlivou frekvenci je pro néktery druh fyzikalnich veli¢in bézny (napf.
pro napéti), pro jiné fyzikalni veliCiny je vSak technicky nerealizovatelny (napf. nelze dobfe vytvofit
sinusové zmény slozeni latek). Frekvenéni charakteristiku je mozno ziskat rovnéz Fourierovou
analyzou odezvy na jednodussi periodické signaly (obdélnikové, lichobéznikové) nebo vypoctem s
pouzitim vykonové spektralni hustoty. Nevyhodou modelu ve tvaru frekven¢ni charakteristiky je, Ze se
obtizné prevadi na jiny typ modelu, vhodnéjsi pro dalsi vyuziti.

Dalsim typem modeli jsou modely ve tvaru stavovych rovnic, které se daji snadno prepsat

z diferencialni rovnice (u spojitych modelt) resp. z diferen¢ni rovnice (u diskrétnich modelt).
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2.8. Volba identifika¢ni metody

Vybér identifikaéni metody zahrnuje volbu testovaciho signalu, zvoleni identifikovaného
matematického modelu, stanoveni postupu vyhodnoceni naméfenych dat a zplisobu verifikace
ziskaného modelu. Spravnost provedenych rozhodnuti zavisi na dostupnych apriornich informacich o
identifikovaném procesu, podminkach identifikace a predeslych zkuSenostech. Pouzita identifikacni
metoda musi umoznit vySetfeni dynamickych vlastnosti daného systému pii plsobeni daného
poruchového signalu béhem omezené (konecné) doby meéfeni, pii pouziti pripustného testovaciho
signdlu a pfipustné zmény vystupu. Na zaklad¢ posouzeni uvedenych hledisek se rozhodneme pro

pouziti jednotlivych metod identifikace.

Identifikaci systému pomoci méfeni odezev systému na deterministické testovaci signaly a
nasledné vyhodnoceni ziskanych neparametrickych charakteristik pouzijeme, pokud na systém plsobi
poruchové signaly, jejichz Grroven je mala vzhledem k trovni testovaciho signalu a jejichz vliv lze
eliminovat napt. pomoci filtrace. Je-li troven poruchovych signalti vyssi vzhledem k testovacimu
signalu, je vhodné pouzit stochastické metody identifikace. Typ vstupniho signalu je nutné zvolit s

ohledem na jeho realizovatelnost a moznost vybuzeni systému.

2 Shrnuti pojmu

Experimentalni identifikace, metody experimentalni identifikace, druhy modelii experimentalni
identifikace, druhy signali uzivané pii experimentalni identifikaci, adaptivni a neadaptivni

identifikace, volba metody identifikace, klasifikace metod identifikace.

) Otazky

Co znamena experimentalni identifikace.

Co to je black box a srovnejte jej s white boxem.

Jaké zname metody experimentalni identifikace

Jaké druhy modelti uzivame nejcastéji pii experimentalni identifikaci.

Jaké vstupni signaly uzivame pfi experimentalni identifikaci.

AU

Co nazyvame adaptivni a neadaptivni identifikaci.
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3. DETERMINISTICKE METODY IDENTIFIKACE

Cas ke studiu: 0,5 hodiny

@ Cil Po prostudovani tohoto odstavce budete umét

e popsat zptisoby vyjadieni matematického popisu spojitych soustav.

LLIJ| Vyklad

Jedna se o experimentalni metody identifikace, pfi kterych neuvazujeme ptisobeni nahodnych veli¢in
na objektech ani nepfesnosti méteni. Deterministické metody jsou jednoduché a nazorné. Je-li méteni
na objektu provedeno pecliveé, dostaneme dobré vysledky. Hodi se pfedevsim pro jednoparametrové
soustavy. Pro viceparametrové soustavy se hodi tehdy, mtizeme-li hodnoty nesledovanych velic¢in

zanedbat nebo jejich vliv vyloucit (udrzovanim na konstantni hodnot¢).

3.1. Vyjadreni matematického popisu spojitych linearnich soustav

vvvvvv

dynamickych ¢lend. Jsou zde uvazovany spojité linearni stacionarni dynamické soustavy, tj. takové,
jejichz vlastnosti se v ¢ase neméni. Jejich matematické modely mohou mit rtizné tvary a mohou
popisovat jejich vlastnosti v rGznych oblastech (prostorech). Proto je tieba vzdy vybrat takovy
matematicky model, ktery pro dany ucel bude nejvhodnéjsi. V teorii linearni regulace se nejcastéji
pracuje s matematickymi modely v nize uvedenych tvarech, ze kterych lze urcit vSechny dulezité
dynamické i statické vlastnosti uvazovanych linearnich soustav.

dany matematicky model mizZe popisovat (reprezentovat) néjaky skuteény linearni dynamicky ¢len.
Podminka fyzikalni realizovatelnosti v podstaté vyjadiuje princip pfi¢innosti (kauzality), ktery
znamend, ze ndsledek (reakce, vystup) je vyvolan vzdy pricinou (akci, vstupem). Prakticky to

znamena, ze odezva dynamického ¢lenu nemize vzniknout pted okamzikem zmény vstupni veli¢iny.
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soustfedénymi parametry) jsou:

e linearni diferencialni rovnice

e prenos v Laplaceové transformaci

e piechodova funkce (charakteristika)

e impulsni funkce (charakteristika)

e frekvencni funkce (charakteristika)

e frekven¢ni pi‘enos

e odezva systému na libovolny vstupni signal

e stavové rovnice.

2

Zpusoby vyjadfeni matematického popisu spojitych soustav.

‘?

Shrnuti pojmu

Otazky

Zakladni tvary matematickych modeld linearnich stacionarnich dynamickych soustav (se

1. Jaké uzivame zpasoby vyjadieni identifikovaného modelu pti deterministické identifikaci.

2. Co nazyvame deterministickou identifikaci.
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3.2. Vstupni signaly uzivané v deterministické identifikaci

Cas ke studiu: 1,5 hodiny

@ Cil Po prostudovani tohoto odstavce budete umét

e definovat .statické a dynamické vlastnosti soustavy, statickou charakteristiku,
vstupni neperiodické signdly, vystupni signély pfi experimentéalni identifikaci
o Kklasifikovat vstupni signaly pfi experimentalni identifikaci.

LLIJ| Vyklad

Vlastnosti jakéhokoliv systému mizeme pozorovat za riznych podminek:
e v ustaleném stavu - pak hovotfime o statickych vlastnostech

e ve stavu neustaleném - pak hovotime o dynamickych vlastnostech

Statické vlastnosti soustavy v ustaleném stavu se daji vyjadrit statickou charakteristikou,
ktera vyjadiuje zavislost ustalenych hodnot vystupni veliCiny na ustdlenych hodnotach vstupni
veli¢iny. U linearnich dynamickych clent statickd charakteristika, pokud existuje, je vzdy pfimka
prochazejici pocatkem soufadnic. Obecné vsak byva tato zavislost nelinearni, pak provadime jeji
linearizaci v okoli pracovniho bodu jiz dfive uvedenymi metodami.

¥(e)
v¥stup '

W W (o)
v shup

Obr. 22 Staticka charakteristika
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Nejednodussim zplsobem zjisStovani této zavislosti u dynamickych soustav je metoda
urcovani bod po bodu. Postupné nastavujeme hodnoty vstupni veli¢iny a méfime odpovidajici hodnoty
vystupni veli¢iny. Pfitom dbame, aby se neuplatnila dynamika systému. To zajistime odecitdnim
vystupni veli¢iny az po ur¢ité dob& od zmény vstupni veliCiny, tj. az se soustava dostane do ustaleného

stavu.

V linearni diferencialni rovnici vyjadfuje tuto zavislost posledni ¢len rovnice, protoze v

ustaleném stavu vymizi v§echny zmény v Case (derivace):

apy(t) = by u(t) (59)

pro t — oo (takto vyjadiujeme ustaleny stav; pro rizné systémy je ¢as potfebny k dosazeni

ustaleného stavu riizny : 1 min, 1 h, atd.)

polo _Y()

a, u(») 0

Clen a, popisuje statické vlastnosti soustavy. Statickou charakteristikou pak bude piimka:

y(0) =k u() (61)
Smérnice piimky bude:
b
tga=k=-" (62)
4

Na zéklad¢ rovnice (61) mizeme dopfedu urcit, jaky bude vystup pfi daném vstupu
v ustaleném stavu, ale rovnice ndm nic netfikd o tom, za jakou dobu tohoto vystupu dosahneme.
Neziskame jesté uplny popis systému, nemtizeme jej jeste fidit.

Pro uplny popis systému musime zjistit také dynamické vlastnosti systému, tedy zavislost
vystupni veli¢iny na ¢ase. Pro uréeni dynamickych vlastnosti soustav zavadime na vstup soustavy

pfedem definované signaly. Tyto signaly jsou bud’ neperiodické nebo periodické.
Mezi nejcastéji pouzivané neperiodické vstupni signaly patii:

e Heavisidetuv jednotkovy skok #(?),

e Diractv jednotkovy impuls (%),

e jednotkovy skok rychlosti & (7) resp. v(t),

e jednotkovy skok zrychleni a(?) (uzivany mén¢ casto)
Mezi nejcastéji pouzivané periodické signaly patii:

e sinusovy priub¢h
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e sled pravouhlych impulsii
e sled lichobéznikovych impulst

e sled trojuhelnikovych impulst

Definice neperiodickych vstupnich signali
Heavisidetuv jednotkovy skok 7(2)
Je definovan vztahy:

nw =1 prot>0

nt) =0 prot <0

Laplaceovym obrazem 7(?) je:

L{n)=" (63)
p

Odezva na jednotkovy Heavisideiv skok je prechodova funkce /(?). Jejim grafickym

vyjadfenim je prechodova charakteristika.

()

Obr. 23 Heavisidetiv jednotkovy skok

Diracuv jednotkovy impuls (%)

Predstavujme si, ze vznikd z impulsu o vySce h a Sifce b. Plochu impulsu si zvolime
jednotkovou a pfi  souCasném zmenSovani Sitky (b — 0) zvétSujeme vysku

(h — o) tak, aby stale platilo:
b-h=1 (64)
Diractiv impuls je idealizovana funkce fyzikalné nerealizovatelnd. Lze ji charakterizovat
vztahy:
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) =0 prot = 0
o) = o prot =0
[o(t)de=1 (65)

3(t)
b.h=1
S(t) I /_

t b t
Obr. 24 Diractuv impuls

Laplaceovym obrazem d(t) je

Lis()}=1 (66)

Odezvou systému na vstupni signal ve tvaru Diracova impulsu je impulsni funkce g(?). Jejim

grafickym vyjadienim je impulsni charakteristika.

Skok rychlosti &(2)
Je definovan vztahy:
) =0 prot <0

&) =t prot >0

Laplaceovym obrazem skoku rychlosti je:

L{E(1)}= plg (70)
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o
t
Obr. 25 Skok rychlosti
Skok zrychleni a(?)
Je definovan vztahy:
a(t) =0 prot <0
a(t):l t’ prot>0
2
a(t)

t
Obr. 26 Skok zrychleni
Laplaceovym obrazem skoku zrychleni je
1
L{a(t)}=p3 (71)

Vstupni funkce ve tvaru skoku rychlosti, jednotkového skoku a jednotkového impulsu si

navzajem odpovidaji podle vztahti:

o(t)=n'(t)=S5"(1) (67)
n(t)=4&'(t) (68)
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Diractiv impuls je derivaci jednotkového skoku a druhou derivaci skoku rychlosti; jednotkovy

skok je derivaci skoku rychlosti.

Podobné 1ze hovoftit i o vztahu mezi odezvami. Impulsni charakteristika g(z) je derivaci

prechodové charakteristiky /(2):
g(t)=h(t) (619)

Podobné je piechodova charakteristika derivaci odezvy na skok rychlosti. Pfi praktické
realizaci je nutno pocitat s tim, Ze pribéhy vstupnich signalti nebudou idealni, ale dojde k jejich

zkresleni.

@ CD-ROM _3 - Piechodova charakteristika (ANIMACE_3 A)

V ramci animace je mozné se seznamit s prechodovou charakteristikou.

@ CD-ROM_4 — Impulsni charakteristika (ANIMACE_3 B)

V ramci animace je mozné se seznamit s impulsni charakteristikou.

2 Shrnuti pojmu

Statické a dynamické vlastnosti soustavy, staticka charakteristika, vstupni neperiodické signaly —
Heavisideuv jednotkovy skok, Diraciv impuls, skok rychlosti, skok zrychleni, vystupni signaly pii
experimentalni identifikaci — pfechodova charakteristika, impulsni charakteristika, klasifikace

vstupnich signalt pii experimentalni identifikaci.

) Otazky

Kdy hovoiime o statickych vlastnostech soustavy a kdy o dynamickych vlastnostech soustavy.
Jaké znate druhy vstupnich signalti uzivanych pfi experimentalni identifikaci.
Charakterizujte Heavisideuv jednotkovy skok a Diraciiv impuls.

Vysvétlete pojem staticka charakteristika a jak zméfime statickou charakteristiku systému.

wokwND e

Mezi jaké signdly fadime sinusovy signal.
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3.3. Popis linearni diferencialni rovnici, pfenosem v Laplaceové

transformaci, polohou poli a nul prenosu

Cas ke studiu: 2 hodiny

@ Cil Po prostudovani tohoto odstavce budete umét

e definovat tvar linearni diferencidlni rovnice pii experimentalni identifikaci,
obrazovy ptenos v L-transformaci , polohu p6la a nul soustavy

e popsat vlastnosti diferencidlni rovnice, obrazového ptenosu, poll a nul fesené
soustavy

e fesit prevod diferencidlni rovnice na obrazovy ptenos v Laplaceové
transformaci a obracen¢, tzn, z obrazového prenosu v Laplaceové transformaci
na diferencialni rovnici uziti zpétné Laplaceovy transformace

LLIJ| Vyklad

Obecny tvar popisu je:
a, y"(t)va, -y () va Y () va,y(t)=b, -u" (1) .+ by -u(t) (72)
kde  a;b;jsou konstantni koeficienty,

Uy je vstup,

Y(z) J€ vystup systému.
Z podminky fyzikalni realizovatelnosti plyne m < n.

Rad diferencialni rovnice n je roven fadu systému. ReSeni rovnice je mozno ziskat, zname-li

po&ateéni podminky y"(0)...y(0) a u™ " (0)...u(0) a tvar vstupniho signalu.

Castou formou zapisu je:
Say(t)=3 bu (1) (73)
i=0 i=0

V systému s dopravnim zpozdénim
Say(t)=3bu(t-T,) (74)
i=0 i=0

kde T, je doba dopravniho zpozdéni.
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Pienos systétmu G(p) je dan pomérem obrazu vystupni veli¢iny Y(p) k obrazu vstupni
veli¢iny U(p) pti nulovych pocate¢nich podminkach. Pouzitim Laplaceovy transformace na linearni
diferencialni rovnici (72) za ptedpokladu nulovych pocatecnich podminek dostadvame zakladni rovnici

pienosu:

G(p):Y(p):b0+b’p+"'+b'”pn (75)
U(p) a,+ab+..+a,p

Rovnice se Casto upravuje na tvar:

b0+b1b+ +bmpn1 iﬁ i
- - e - m 1p
G(p)= a aao 50 _B +131P+---+:Bm17n = (76)
[+ % pp pdupr IR@PFEOPT S g p
a, a, i=0
V praxi ma popis soustavy casto tvar:
by
G(p)= “ . (77

v 1+T,p, +T,) p +..+T, p"

kde  k je zesileni soustavy,

T; jsou asové konstanty.

Polynom ve jmenovateli pfenosu se nazyva charakteristicky polynom. Kofeny tohoto

polynomu se nazyvaji poly systému:
a, p"+a, -p" +.ta-pray=a,(p-p)p-p)-(p-p) (19
kde p; (i=1,2.....n) jsou poly systému.
Kofteny polynomu v ¢itateli prenosu jsou nuly systému. Citatel lze psat:
b,-p"+b, ,-p" ' +.+b-p+b,=b (p-n)(p-n,).(p-n,) (79)
n; (i=1,2...m) jsou nuly systému.

Poly i nuly mohou byt bud’ realné, komplexné sdruzené nebo ryze imaginarni. Zaporné vzaté

ptevracené hodnoty realnych pola a nul jsou ¢asové konstanty.

T =-" i (80)

Pak 1ze ptenos psat:
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b, (1+pT})(1+pT;)..+(1+pT, )

G(p)= (81)

Na zakladé znalosti polohy poélt a nul pfenosu v komplexni roving, lze urcit vnéjsi chovani

soustav. RozloZeni polti a nul v komplexni rovin€ urcuje dynamické vlastnosti soustav. U polt a nul je
rozhodujici jejich poloha vzhledem k imaginarni ose. Zaporné redlné poly (p, =—a,,a; >0)
vyvolavaji aperiodicky prechodovy jev. Komplexné¢ sdruzené¢ poly (p, =—a,* jow,,a; >0)

zpisobuji kmitavy charakter pifechodového déje. Nuly v pocatku komplexni roviny predstavuji

derivacni charakter systému, poly v poc¢atku naopak predstavuji integracni charakter.

Dalsi podrobnosti viz odstavec 3.4. Rozdéleni zakladnich linearnich dynamickych soustav.

N s
#a_ | ReSeny priklad
2R P
Zadani
Stanovte pfenos systému popsaného diferencialni rovnici
V'@ +T-y"()+16-y' () +12- y(t) =u'(t) + 3 - u(?)
Reseni:

prevedeme do L-transformace

P Y(p)+7-p°Y(p)+16-p-Y(p)+12-Y(p)=p-U(p)+3-U(p)
vytkneme Y(p) a U(p)

Y(p)-(p*+7-p* +16-p+12)=U(p)-(p+3)

vydélime rovnici U(p)

Lp).(lf+7-p2+16-p+12)=(l7+3)

U(p)
vydélime rovnici (p* +7-p> +16- p+12)
Y(p) _ (p+3)
Ulp) (p°+7-p>+16-p+12)
Y +3
G(p) = (p) _ (p+3)

T U(p) (pP+7-p*+16-p+12)
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p+7-pP+16-p+12:p+3=p° +4-p+4
—p 3. p>
4-p*+16-p
—4-p2—12-p
4-p+12
-4-p-12
0

G(p):Y(p): (p+3) _ p+4 _ 1
Ulp) (p*+7-p°+16-p+12) (p+4)-(p>+4-p+4) (p°+4-p+4)
1

P e

ReSeny priklad

N
AN

Zadani

Stanovte diferencialni rovnici systému popsaného pirenosem

_31-p*+09-p+11

G
(P) 45-p° +p+08

Reseni:
_Y(p) _31:p*+09-p+1]

G(p) = -
2 U(p) 4,5-p2+p+0,8

vynasobime rovnici U(p)

(B1-p?+09-p+11)-U(p)

Y =
(P) 45-p>+p+038

vynasobime rovnici 4,5- p> + p+0,8
(45-p*+p+08)-Y(p)=(B,1-p* +09-p+11)-U(p)

45-p* -Y(p)+p-Y(p)+08-Y(p)=31-p>-U(p)+09-p-U(p)+11-U(p)
provedeme zpétnou L-transformaci

45-y" )+ y'@)+08-y(t)=3,1-u"(t)+0,9-u'(t) + L1 - u(t)
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2 Shrnuti pojmu

Linearni diferencidlni rovnice pifi experimentalni identifikaci, obrazovy pienos v L-transformaci,
poloha po6la a nul soustavy, vlastnosti diferencialni rovnice, obrazového pienosu, pold a nul feSené
soustavy, feSeni pifevodll z obrazové oblasti do oblasti originald, charakteristicky polynom, prekmit,
podkmit, fesit prevod diferencialni rovnice na obrazovy ptenos v Laplaceové transformaci a obracene,
tzn. z obrazového prenosu v Laplaceové transformaci na diferencialni rovnici uziti zpétné Laplaceovy

transformace.

P 4 Otazky

Napiste obecny tvar diferencialni rovnice pii identifikaci systému.
Definujte pienos systému v Laplaceové transformaci.
Jaké vlastnosti systému popisuje pienos systému.

Co to jsou pdly a nuly systému a vysvétlete jejich vyznam pro stabilitu soustavy.

wok W=

Co znamenaji pojmy piekmit a podkmit.
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3.4. Rozdéleni zakladnich linearnich dynamickych soustav

Cas ke studiu: 2 hodiny

_?@ Cil Po prostudovéni tohoto odstavce budete umét

e definovat klasifikaci linearnich dynamickych soustav

e popsat proporcionalni, integra¢ni a derivaéni soustavy

e fesit piiklady stanoveni dynamickych vlastnosti soustavy s uzitim Laplaceovy
transformace

LLIJ| Vyklad

Linearni dynamické soustavy lze tfidit podle rtznych hledisek. Velmi dtlezitym hlediskem je
vlastnost ustalen¢ho stavu, a to, zda existuje (a je nenulovy, pfip. nulovy) nebo neexistuje. Vlastnost
ustaleného stavu se velmi dobfe posuzuje podle pribéhu prechodové charakteristiky 4(?) pro ¢t — oo

Podle tohoto hlediska délime soustavy na:

vvvvvv

vvvvvv

e derivacni.

0 Proporcionalni soustavy

Rad diferencialni rovnice popisujici soustavu vyjadiuje ¥ad soustavy. Proporcionalni soustavy
se pii vychyleni z ustaleného stavu samy ustali na nové hodnoté ustaleného stavu, pficemz tento stav
je nenulovy. Proporcionalni soustavy se vyznacuji tim, Ze ve jmenovateli ani v Citateli pfenosu G(p)
nelze vytknout komplexni proménnou p. V diferencialni rovnici popisujici proporcionalni soustavu je

koeficient ay nenulovy. Pfenosy zakladnich proporciondlnich ¢lenti maji tvar:

Soustava nultého Fadu (proporcionalni ¢len bez setrvaénosti, idealni proporcionalni ¢len)

ay y(t)=byu(t) (82)
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_Yp)_b _,

= Uip) " a,

(83)

kde k je zesileni soustavy (koeficient prenosu). Jeho fyzikalni rozmér je dan pomérem fyzikalnich

rozmérl vystupni y(¢) a vstupni u(?) veli¢iny. Pro |k| > 1 jde o zesileni a pro || < 1 o tlumeni.

Priklady: zesilovace (proporcionalni regulator), pievodovky, potrubi s kapalinami.

v

Obr. 27 Prechodova charakteristika soustavy 0. fadu

Soustava prvniho Fadu (proporcionalni ¢len se setrvacnosti 1. fadu)
a,y'(t)+ayy(t)=byu(t) (84)

=Y(p)= b, _ k
U(p) a,p+ta, Tp+l

G(p) (85)

: b, . . a, . :
kde je k=—" je zesileni soustavy (koeficient pfenosu), 7=-_ je asova konstanta (s fyzikalnim
a a
0 0

rozmérem cas).

Ptiklady: tlakové nadoby, prutok plynu, elektrické obvody s odpory a kapacitami, povrchova

teplota materidlu, nadrze pti regulaci hladiny, regulace ota¢ek motord.

¥(©

Obr. 28 Prechodova charakteristika soustavy 1. Fadu
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Soustava druhého Fadu (proporcionalni ¢len se setrvacnosti 2. Fadu)
a,y'(t)+a,y'(t)+ayy(t)=byu(t) (86)

" U(p) a,p’+a,p+a, T,p°+Tp+l1

G(p)

kde & je zesileni soustavy (koeficient ptenosu), 7;, T, jsou Casové konstanty.

O pribéhu prechodové charakteristiky rozhoduje rozlozeni polti a nul v komplexni roving.
Poly systému ziskame feSenim charakteristické rovnice (kvadratického troj¢lenu ve jmenovateli

prenosu):

p2+£p+—:0 (88)

(89)

Prabéh prechodové charakteristiky zavisi na hodnoté diskriminantu D rovnice (89):
1) D <0 (kofeny komplexn¢ sdruzené) - pfechodova charakteristika je kmitava (periodicka),
2) D=0 (dvojnasobny kotfen) — prechodova charakteristika je na mezi aperiodi-city,
3) D> 0 (dvarealné zaporné koteny) — piechodova charakteristika je nekmitava (aperiodicka).

Jsou-li kofeny charakteristické rovnice komplexné sdruzené (kmitava soustava), pak je mozno

prenos vyjadiit ve tvaru:

k
T p’ +2ET,p+1

G(p)= (90)

kde T} je perioda kmitani a ¢ je koeficient tlumeni.
Priklady:

Aperiodicky pribéh maji: soustavy tepelné, vymeéniky tepla, pece, nadrze, tlakové nadoby,

regulace otacek a vSechny soustavy slozené ze dvou ¢lent prvniho fadu.

Kmitavy prib&h maji: soustavy obsahujici setrvacné hmoty (hmotnost na pruzing), elektrické

obvody soucasné obsahujici odpory, indukcnosti a kapacity (oscilacni obvody).
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v

Obr. 29 Prechodova charakteristika kmitavé soustavy 2. fadu

Soustava s dopravnim zpoZdénim (idealné zpoZd’ujici ¢len)

ay y(t)=byult~T,) 1)
bo -1, -rTy
G(p) = a—e = k e 4 (92)
0

kde T,je dopravni zpozdéni (s fyzikalnim rozmérem cas).

Clen dopravniho zpozdéni se v Casové oblasti vyznacuje tim, ze ¢asovou odezvu nezméni, ale

pouze zpozdi o dopravni zpozdéni Ty,

Priklady: dopravniky, fizeni kontinualnich valcovacich stolic, vrstveni tekutymi materialy (polévani

filmové podlozky emulsi).

¥t

Obr. 30 Piechodova charakteristika soustavy s dopravnim zpoZdénim
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o Integracni (astatické) soustavy

U integracnich soustav klidovy ustaleny stav /(o) na ptrechodové charakteristice A(?)
neexistuje, a proto u nich neexistuje ani statickd charakteristika. Integracni soustavy se po vychyleni z
ustaleného stavu bez piisobeni regulatoru jiz neustali v nové hodnoté ustaleného stavu. Prakticky to
znamena, ze pro kazdou nenulovou ustalenou hodnotu vstupni veli¢iny vystupni veli¢ina roste (nebo
klesd) az na hodnotu danou fyzikalnim omezenim. Integracni soustavy se vyznacuji tim, Ze ve
jmenovatelich jejich prenosit G(p) lze vytknout komplexni proménnou p. V diferencialni rovnici

popisujici integracni soustavu je koeficient ap= 0. Pfenosy zékladnich integracnich ¢lent maji tvar:

Soustava prvniho Fadu (integracni ¢len bez setrvacnosti, idealni integracni ¢len)

a,y'(t)=byu(t) (93)
Y(p) () k1 1
G(p)=-"Pr="0 5o T (94)
(2) Up) ap p T;p

b

kde k;= " je koeficient pfenosu s fyzikalnim rozmérem danym pomérem fyzikalnich rozméri
a
1

e . 1
vystupni y(z) a vstupni u(t) veliCiny déleny casem, T;je integracni Casova konstanta (7; = % ).
1

Priklady: integracni regulator, fizeni vozidel, plnéni velkych zdsobnikii plynem, zasobniky

sypkych hmot, nadrZe s nucenym pfitokem a odtokem, kondenzatory.

¥(©)

Al

Obr. 31 Piechodova charakteristika integracni soustavy bez setrva¢nosti
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Soustava druhého iadu (integracni ¢len se setrvacnosti 1. Fadu, realny integracni ¢len)
a,y"(t)+a,y'(t)=byu(t) (95)

b k i
Gipr=— oo K %6)
pla,p+a,) pTp+1) T,p(T, p+1)

¥

Al

Obr. 32 Piechodova charakteristika integrac¢ni soustavy se setrvacnosti 1. fadu

V literatufe se uziva termin Fad astatismu. Udava pocet integracnich ¢lentl. Napf. integracni
soustava g+ n-tého tadu se setrvacnosti n-tého fadu s fddem astatismu ¢ ma prenos:
b,
q n
p (anp + an—] p

G(p)= 7

"’1...+a1)

o Derivacni soustavy

U derivacnich soustav sice ustaleny stav /(<o) na prechodové charakteristice A(?) existuje, ale
je nulovy, tzn. statickd charakteristika je trivialni y(e0)=0. Pfenosy deriva¢nich soustav se vyznacuji

tim, Ze v jejich Citatelich 1ze vytknout komplexni proménnou p. Pfenosy zakladnich derivacnich ¢lenti

maji tvar:
Derivacni soustava bez setrvacnosti (idealni derivacni ¢len)
a, y(t)=b,(r) (98)

G(p)= 2=

S =T, (99)
up) a, PP
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b

kde T, =" je koeficient pienosu (derivaéni asova konstanta) s fyzikalnim rozmérem danym
a
0

pomérem fyzikalnich rozmérG vystupni y(z) a vstupni u(?) veli¢iny nasobeny casem. Pfechodovou

charakteristikou je Diractv impuls. Idealni derivacni Clen je fyzikalné nerealizovatelny (m > n).

¥(t)

Obr. 33 Prechodova charakteristika idealni derivacni soustavy

Derivacni soustava se setrvacnosti 1. Fadu (realny derivacni ¢len)

a,y'(t)+a0y(t)=blu'(t) (100)

Glp)=T(P) = b _ bp _ Top (101)

_U(p) a1p+a0_Tp+1_Tp+1

b, . : a, .
kde T = 1 je koeficient pienosu a 7 =—_ je ¢asova konstanta.
ay 4y

Priklad: derivaéni regulator, elektrické obvody s odpory a kapacitami nebo s odpory

a induk¢nostmi.

it)

tis]

Obr. 34 Piechodova charakteristika realné derivac¢ni soustavy
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Reseny priklad

N
AN

Zadani

Stanovte prechodovou funkci systému popsaného prenosem
1,5

G(p)=—2
P)=3 03

Reseni

o=t {G(p) p} ’ {3~p+0,5 p} ' {p-<3-p+095)}

1

z Laplaceova slovniku podobny vyraz vztah 7. ———
p-(p+a)

1 et
—>;-(1—e )

na tento vyraz je tieba argument ve vyrazu zpétné L-transformace upravit

-1 -1

1 1
N L 3 3
hit)y=15L ——=15L ——-=+=15-L
© {3-p2+0,5-p} 3.-p>+05-p 1 E_pz 05
3 3 3
-1 -1
0,5
—15-2-L ! _LS ! _LS 1
1' 2+075 ( + ) ) 3 095
p 3 p p-(p 3 3

&3




Deterministické metody identifikace

N s
#_ | ReSeny priklad
AR y pri
Zadani
Stanovte impulsni funkci systému popsaného prenosem
G(p) = R S
Py
Reseni
1 1
1 1 9 P
gn)=L'G(p) =L —— =1 —— 2" 2 _
2-p*+p 2.pt+p 1 2.l 1
2 2 2
1 1
:l ! ! =_.7" ! —ll l_e_it =llg l_e_it —l—e_zt
2 2 2
L,
g=1-c
N s
a_ | ReSeny priklad
2R P
Zadani
Stanovte pfechodovou a impulsni funkci systému popsaného diferencialni rovnici
2-9"(t)+8-y'(t)+8-y(t) =u'(t)+4-u(t)
Reseni

prevedeme do L-transformace
2-p*Y(p)+8-p-Y(p)+8-Y(p)=p-U(p)+4-U(p)
vytkneme Y(p) a U(p)

Y(p)-(2-p* +8-p+8)=U(p)-(p+4)

vydelime rovnici U(p)

Y(P) n. 713 _
U(p) 2-p"+8-p+8)=(p+4)

vydélime rovnici (2- p° +8- p +8)
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Y(p) _ (p+4)
Up) (2-p°+8-p+8)
G(p):Y(p)_ (p+4)

U(p) (2-p*+8-p+8)

Impulsni funkce

g(f)ZLl{G(p)-U(p)}:Ll{ p+4 .1}_ p+t4 4 B

= = +
2-(p+2)° 2-(p+2)? p+2 (p+2)

cil: stanovit konstanty A, B

Vynasobime celou rovnici jmenovatelem zlomku na levé strané
p+4
2:(p+2))

Upravime

p+4=4-2-(p+2)+B-2

A B
2. (p+2)=—"2(p+2)Y+—" . 2.(p+2)?
(p+2) il (p+2) (p12) (p+2)

Vynasobime celou rovnici 5

%-(p+4):A-(p+2)+B
Roznasobime jednotlivé ¢leny rovnice
%-p+2=A~p+2~A+B
Z rovnice vytvofime soustavu rovnic

1

't —=4
Py

p': 2=2-4+B = B=1

s+l
2-(p+2) p+2 (p+2)

1

—r2 Ly ;2 =
p+2 (p+2)

:l-L’1 ! +L! ;2 zle’z"+t-e’2"
2 p+2 p+2°) 2
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1
Z Laplaceova slovniku vztah 6: L_l{ } —>e

pta
LY O
2 p+2[ 2

1
Z Laplaceova slovniku vztah 13: L™ —Q >t e
p+a

[z}
(p+2)

1 2
I)=—e "~ +t-e
g0 =7

=2
K3

~

=2t

Piechodova funkce

B C
+
p+2 (p+2)°

p+4 1}_ p+4

h(it)=L"G(p)-U(p)j=L'{ —mM8Ms — = —
0 =L"{G(p)-U(p)} {2_(p+2)2p (D)

A
=+
p

cil: stanovit konstanty A, B, C

Vynasobime celou rovnici jmenovatelem zlomku na levé strané

p+4 , A 2 2 C 2
P g (pH D) =D 2 g (P 2 (p D) 2 (p D)
2-p-(p+2) p (p+2) (p+2)°
Upravime

p+4=4-2-(p+2)*+B-2-(p+2)+C-2-p
Vynasobime celou rovnici 5

1

5-(p+4)=A-(p+2)2+B-p-(p+2)+C'p
Roznasobime jednotlivé ¢leny rovnice
%-p+2:A-p2+2-p-A+4-A+B-p2+2-B-p+C-p

Z rovnice vytvoiime soustavu rovnic
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p’: 0=A+B :B:—%
Lo 1
p: —=2-4+2-B+C =C=—
2 2
p’: 2=4-4 g
2
2:(p+2)° P (p+2) (p+2)°
1 _1 1
—p 2y 2 Ly 2 Lo
p (p+2) (p+2)°

R S CFUE S S S G D R S G S S YRR R
2 pl 27 M+ 2 7 L2 2 2 2

Z Laplaceova slovniku vztah 3: L™ {ﬁ} —>a
p

L1

2 p) 2

1
Z Laplaceova slovniku vztah 6: L_l{ } —>e

pta
_l.L_l 1 :_l.e_z‘t
2 P pe2[ T 2

1
Z Laplaceova slovniku vztah 13: L — >t e
(p+a)

l.L_l ; :l.t.e_z't
2 (p+2)?*] 2

-2

h(t)zl—le_z" +l‘t-e
2 2 2
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Reseny priklad

N
AN

Zadani

Stanovte pfechodovou a impulsni funkci systému popsaného diferencialni rovnici
5-y'(0)+ y(1)=3-u(?)

Reseni

ptfevedeme do L-transformace

S-p-Y(p)+Y(p)=3-U(p)

vytkneme Y(p) a U(p)

Y(p)-G-p+)=U(p)-3

vydeélime rovnici U(p)

Y s =3
U(p)( p+1)

vydélime rovnici vyrazem (5- p +1)

Y(p) __ 3
Ulp) (S-p+1)

Y(p) _ 3
Ulp) 5-p+l

G(p) =

Impulsni funkce

1
4 L) 3 1 5 5
g)=L"{G(p) U(p)}=L 1p=3- =32
5-p+1 5-p+1 1 s 1 1
— .fp+1.i
5 5 5
1
:3.1.L:§.e?t
5 p+1 5
5
3 -
H==-e?
g() s
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Piechodova funkce

1
] A3 ) ) 5
h(t)=L"{G(p)-U(p)}=L" —t=3.L" =3.7" R
(0 =L'{G(p)-U(p)] {MH p} {5 , +p} st ap 1
5
1
=3.L" 5 :3-;-51 11 —2-1-(1—e‘§t)=
5-—-p+— (p+— -
PSP p-(p $P s
1
=2-1-(1—e_*t)=z-1-f-(l—e 5
5

h(t)=3-(1—e¢5)

2 Shrnuti pojmi

Klasifikace linedrnich dynamickych soustav, proporcionalni, integraéni a derivacni soustavy,

soustavy nultého, prvni a druhého tadu, stanoveni dynamickych vlastnosti soustavy s uzitim

Laplaceovy transformace .

P 4 Otazky

A

Klasifikujte linearni dynamické systémy podle pribéhu prechodové charakteristiky /4(z).
Charakterizujte proporcionalni soustavu 1. fadu.

Charakterizujte proporcionalni soustavu 2. fadu.

Charakterizujte integra¢ni soustavu 1. fadu.

Charakterizujte derivacni soustavu.

|
i,

:@: Ulohy k FeSeni

Stanovte pfechodovou a impulsni funkci soustavy popsané diferencialni rovnici ve tvaru

V') +T-y"()+16-y' () +12- () =u'(t) +3-u(t).

Stanovte pfechodovou a impulsni funkci soustavy popsané diferencidlni rovnici ve tvaru
Y'(@)+5-y' () +6-y(t) =12
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3.5. Urcovani statickych a dynamickych vlastnosti soustav

vyhodnocovanim prechodovych charakteristik

@ Cas ke studiu: 0,5 hodiny

@ Cil Po prostudovani tohoto odstavce budete umét

e popsat zpiisob ur¢ovani statickych a dynamickych vlastnosti soustav.

LLIJ| Vyklad

Me¢éfenim se urCuje odezva y(?) soustavy pii zmeéni vstupniho signalu u(?) skokem znamé velikosti.
Pfed provedenim zmény musi byt soustava v ustaleném stavu. Zména vstupniho signalu se obycejné
provede piestavenim regulacniho organu. Pribéh vystupni veliiny y(z) se zaznamendva vhodnym

registraénim zafizenim.

Skokova zména vstupni veli¢iny musi probéhnout tak rychle, aby doba jejiho piechodu z
vychozi do kone¢né polohy byla mnohem kratsi, nez je odezva zkoumaného ¢lenu. Vlastni pfechod
musi byt monoténni. Odezva registracniho zafizeni musi byt mnohem rychlejsi, nez je odezva
méfeného Clenu. Pfi meéfeni charakteristik soustavy s kratkymi Casovymi konstantami je nutno

privadét na vstup soustavy opakujici se impulsy.

Pro svou jednoduchost a nendkladnost se nejCastéji pouziva méfeni pirechodovych
charakteristik. Tvar pfechodové charakteristiky zavisi nejen na fddu soustavy, ale také na hodnotach
nul a po6la prenosu. VEtSina redlnych soustav v metalurgii neobsahuje v pfenosu nuly, nybrz poly, a to

realné.

Pouziti téchto metod je vhodné, je-li nahodny Sum na vystupu soustavy zanedbatelny a jedna-
li se o soustavy s velkymi ¢asovymi konstantami. Dilezité¢ informace se nachazeji v samotném okoli
pocatku ptrechodové charakteristiky (rozhoduji o fadu soustavy). Velikost pfestaveni regula¢niho
organu (nastaveni hodnoty vstupni veli¢iny) se voli podle skute¢nych podminek, za kterych sledovana
soustava pracuje. Musi byt dostatecn¢ velika, aby vedlejs$i poruchy nenarusily pribéh odezvy. Velka
prestaveni vSak nejsou zadouci, nebot’ mohou siln€¢ narusit rezim soustavy a mohou se nepiizniveé
projevit i nelinearity systému. Na zéklad€¢ naméfeného prubehu odvozujeme (pfepocitavame)
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pfechodovou charakteristiku jako odezvu na jednotkovy skok, tj. na zménu vstupni veli¢iny o

jednotku.
Ptesné urceni dynamickych vlastnosti soustavy podle zaznami pfechodovych charakteristik
bézn¢ pouzivanymi méficimi a zapisovacimi pfistroji je prakticky nemozné. Proto se vyhodnocovani

prechodovych charakteristik zpravidla spojuje s aproximaci skutecnych vlastnosti soustavy.

2 Shrnuti pojmu

Zpusob urcovani statickych a dynamickych vlastnosti soustav.

P 4 Otazky

1. Charakterizujte statické a dynamické vlastnosti soustavy.
2. Popiste zpisob urCovani statickych vlastnosti soustav.

3. Popiste zptisob uréovani dynamickych vlastnosti soustav.
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3.6. Aproximace prechodovych charakteristik

@ Cas ke studiu: 2 hodiny

_@ Cil Po prostudovani tohoto odstavce budete umét

e definovat a stanovit zesileni a Casové konstanty proporcionalnich soustav
nultého, prvniho a druhého fadu a integracnich soustav prvniho fadu

e popsat postup aproximaci ptechodovych charakteristik identifikovanych soustav
dle fadu soustavy

e vyfesit ptiklady s problematikou aproximace prechodovych charakteristik
soustav nultého, prvniho a druhého fadu

LLIJ| Vyklad

Identifikace systémd pomoci aproximace zméfenych piechodovych charakteristik patifi mezi
deterministické metody, jejichz odvozeni vychazi z analytického rozboru odezvy zékladnich
prenosovych Clend. Pro jejich spravné pouziti je dilezita znalost typti odezev zakladnich ptfenosovych
Clentl, jejichz sériovym fazenim ziskame pfenosy, kterymi aproximujeme zmeéfené odezvy -

ptechodové charakteristiky systémtl.

Zmétime odezvu systému na skokovou zménu znamé velikosti. Na zacatku méteni musi byt
soustava v rovnovazném stavu. Mefeni je vhodné pro potladeni chyb opakovat vicekrat a pro
aproximaci pouzit stfedni pravdépodobny pribéh prechodové charakteristiky nebo provést
vyhodnoceni vice méfeni a urcit z nich stfedni hodnoty hledanych parametri. Pii aproximaci
pfechodovych charakteristik je dualezit¢ na zakladé hodnoceni tvaru ptechodové charakteristiky

rozhodnout o typu prenosu, kterym budeme systém aproximovat.

Uvedenych postupti bylo rozpracovano nékolik a zaujimaji dilezité misto mezi praktickymi a
racionalnimi postupy identifikace systému. Mezi dulezité prace a Casto odkazované i v zahrani¢ni

literatufe patii publikované postupy profesora Strejce.

0 Aproximace proporcionalni soustavou se setrvacnosti l.Fadu

Pokud je doba priitahu 7, nulova (viz. dale) a odezva systému ma prabéh podobny odezvé

proporcionalniho ¢lenu se setrvacnosti 1. fadu, mizeme systém popsat pfenosem:
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k
G(p)= . (102)

Zesileni k ur¢ime z poméru ustalenych hodnot vystupu a vstupu.

k:M 103
u(o) (103)

Casovou konstantu 7 stanovime pomoci te¢ny k piechodové charakteristice v pocatku nebo z

hodnoty 0,63 resp. 0,95 (obr. 35).

y(t) |
Yoo 4o bl .
: © 0,95y
0,63yt > ':
= 4 : S
T 2T 3T t

Obr. 35 Aproximace pirechodové charakteristiky proporcionalni soustavou se setrvacnosti 1. fadu

O Aproximace integracni soustavou bez setrva¢nosti

Podobné u integracniho systému, jehoZz pienos je:
a,y'(t)=byu(t) (104)

Y(P) 0 k] 1
G =—r=—t ="t=_"" (105)
(») Up) ap p T;p

Pro jednotkovy skok plati:

Wt)=—t=kt (106)

1
T,
Zvolime-li At = 1, pak integra¢ni casova konstanta T je rovna pfevracené hodnoté piirtistku

Ay za At=1.

T, = k, =4y (107)
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¥(0)

-

Obr. 36 Aproximace pirechodové charakteristiky integra¢ni soustavou bez setrvac¢nosti

o Aproximace proporcionalni soustavou druhého a vyssiho radu

V praxi jsou nejcastéjSim ptipadem proporcionalni soustavy, u nichz kofeny charakteristické
rovnice, poly systému, jsou vesmes realné zaporné, tedy odezva systému vykazuje aperiodicky pribéh.
Podle metody navrzené prof. Strejcem lze libovolny proporcionalni systém vyse uvedenych vlastnosti
aproximovat proporcionalni soustavou bud’ n-t€ho fadu se stejnymi casovymi konstantami nebo
druhého tadu s riizné velkymi ¢asovymi konstantami podle hodnoty 7, tj. poméru doby priitahu a doby

nab¢hu (viz dale).

k _pTd
G(p)=———— 7"
(p) (Tp+])"e (108)
G(p)= d e (109)
(1+pT,)(1+ pT,)

Prvni ptfenos odpovida systému n-tého fadu s jednou n-nasobnou casovou konstantou 7" a
dopravnim zpozdénim T,. Druhy pienos odpovida systému druhého fadu s dvéma navzajem riznymi

casovymi konstantami a dopravnim zpozdénim.

Pro ptfechodovou charakteristiku soustavy druhého a vysSS§iho fadu je typické, Ze
regulovana veli¢ina se po poruSe okamzit¢ neméni jako u soustav prvniho fadu (prvni
derivace v ¢ase =0 je nulovd). Analyzu provedeme pro soustavu bez dopravniho zpozdéni. V
pripadé, Ze soustava ma dopravni zpozdéni, did se toto zpozdéni zjistit z fyzikdlnich a
konstruk¢nich dat o soustavé nebo z méfeni (neni-li od pocatku piechodového d€je patrna
zména odezvy systému, oznacime uvedenou dobu jako dopravni zpozdéni 7). Postup pii

urCovani fadu a Casovych konstant soustav bude stejny jako u soustav bez dopravniho
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A4

zpozdéni. Typicka prechodova charakteristika vyS§iho fadu je na obr. 37, kde 7, je doba

pratahu, 7, je doba nab&hu. Soucet obou dob dava dobu prechodu 7, .

T, =T, +T, (110)
A
(t)
k
(o) =
A o
r, T, t
—r—>
TP
—>

Obr. 37 Aproximace pirechodové charakteristiky proporcionalni soustavou vyssiho Fadu

Postup pfi aproximaci ptechodové charakteristiky:

1) Zmétenou prechodovou charakteristiku prekreslime v novém meéfitku tak, aby ustalena hodnota

(o) byla rovna jedné.

2) Sestrojime te¢nu v inflexnim bod¢ ptechodové charakteristiky. Tecna protne ¢asovou osu v bodg,
ktery je rozhodujici pro konec doby pritahu 7, a zacatek doby nabéhu 7,. Doba nab&hu je urcena
prisecikem tecny v inflexnim bod€ s ¢asovou osou a s poradnici ustaleného stavu. Urc¢ime dobu

prutahu 7, a nabéhu 7, a na zaklad¢ podobnosti trojihelniku stanovime jejich pomér 7:

y(t)

AV t) A
s T y(t)

1T Yoo
! r
|: inflexni bod 1
! I > T“

0 0 - t—

o= TU L T'-d TF‘ * TI'I

Obr. 38 Pomér t doby priitahu a doby nabéhu
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(111)

<\
Il
:ﬂ ‘:ﬂ

Grafické stanoveni inflexniho bodu nemusi byt zcela ptfesné, proto ho zpfesnime pomoci
vypocitanych hodnot z nasledujici tabulky. Z tabulky ur¢ime soufadnici inflexniho bodu y; a

pomoci ni ur¢ime z grafu ptislusnou soutadnici ¢;.

Tabulka 1 Stanoveni Fadu » aproximacni soustavy a zpiesnéni polohy inflexniho bodu

N 1 2 3 4 5 6
T 0 0,104 0,218 0319 0,410 0,493
Ji 0 0,264 0,323 0,353 0,371 0,384
(oo

3)

4)

5)

Zesileni k plyne z ustalené hodnoty zmétené piechodové charakteristiky

(e8]
f=2() (112)
u()
Pro 72> 0,104 volime aproximacni pienos systému n-tého fadu se stejnymi ¢asovymi konstantami

podle rovnice (108). Rad systému uréime z velikosti 7, resp. z velikosti soufadnice y; inflexniho

vvvvvv

7= (113)

Pro 7< 0,104 volime pienos s dvéma rtiznymi casovymi konstantami 7; a 7> podle rovnice (109).
Pro soufadnici y(#;) = 0,72 y(©) odecteme z grafu pfechodové charakteristiky (obr. 40) Casovy

usek ¢; a vypocteme soucet Casovych konstant:

t
T+T, =1 114
T 12564 (1
Vypocteme Casovy usek ¢
t,=03574(T,+T,) (115)
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y(t) A

0,72

yita) =

. -
]

Obr. 39 Aproximace proporcionalni soustavou 2. iadu s rozdilnymi ¢asovymi konstantami

Z grafu prechodové charakteristiky odecteme hodnotu y(t,) a z tabulky 2 ur¢ime pomér ¢asovych

konstant:

7, :? (116)
1

Z rovnic (114) a (116) uréime hledané c¢asové konstanty 7; a 7».

Tabulka 2 Uréeni poméru ¢asovych konstant 7,

o 0.1 0.2 0,3 0,4
z 0,050 0,072 0,084 0,092
t

;) 0,260 0217 0,189 0,180

y(®)

U proporcionalnich soustav jak druhého tak vysSiho fadu je okoli inflexniho bodu
témet primkové, takze tecnu Ize sestrojit i pouhym pfilozenim pravitka. Pfedpokladem vSak je

linearita systému, jeho stacionarnost a nizka uroven Sumu.

0 Aproximace integracni soustavou se setrvacnosti

Astatické objekty s fadem astatismu rovnym jedné, jejichz piechodové charakteristika

je znadzornéna na obr. 41, miizeme aproximovat pfenosem:

k i
G(p)= L —= - (117)
p(T, p+1)" T, p(T, p+1)

Smérnice asymptoty k pfechodové charakteristice pro t—oo protind ¢asovou osu v Case

t =ty . Potadnice ptfechodové charakteristiky v tomto Case je y(ty).
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7o~

Pro stanoveni fadu setrvac¢nosti n a velikosti ¢asové konstanty pfenosu 7' postupujeme

nasledovné:
3 1 3
1) Z grafu odecteme hodnoty #,, y(t)) a k;= T vypocteme pomocnou konstantu 4:
1
4 t
4o Y) () (118)
k1, L
T,
2) Z tabulky ur¢ime fad systému z podle velikosti pomocné konstanty A.
Tabulka 3 Stanoveni fadu n podle hodnoty konstanty A4
n 1 2 3 4
A 0,368 0,271 0,224 0,195
3) Stanovime hodnotu ¢asové konstanty 7.
2
T,==" (119)
n

Obr. 40 Vyhodnoceni pirechodové charakteristiky integra¢niho ¢lenu se setrvac¢nosti
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N
AN

Reseny priklad

Zadani

Identifikujte soustavu zadanou pifechodovou charakteristikou (viz. tabulka) pomoci

metody grafického vyhodnocovani ptechodovych charakteristik

bo=1

t(s) y(®) t(s) y(®)
0,01 [0,000784 2,1 [1,940467
0,05 [0,018112 22 [1,951192
0,1 [0,065717 23 [1,959995
02 0,217378 24 [1,967216
03 0,407142 2,5 [1,973139
04 0,606477 2,6 [1,977995
0,5 0,799153 2,7 [1,981974
0,6 [0,976659 2,8  [1,985236
0,7 |1,135232 3 [1,990097
0,8 |1,273938 3,5 |1,996354
0,9 |[1,393452 4 1998658

1 1,49529 4,5 11,999506
1,1 [1,581342 5 [1,999818
1,2 [1,653588 55 [1,999933
1,3 [1,713939 6 [1,999975
1.4 [1,764155 6,5 |1,999991
1,5 [1,805809 7 11,999997
1,6 [1,840274 75 11,999999
1,7 [1,868734 8 2

1,8 [1,892198 8,5 2

1,9 [1,911518 9 2

2 [1,927408 9,5 2
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Reseni:

Metoda grafického vyhodnocovani prechodovych charakteristik

Obrazovy prenos soustavy

Zadana soustava
2,40 -
2,00 - ﬁ”“*”&+++++++++++++
1,60 -+
Lo
€120
+
0,80 1 +
+
0,40 1 +
+
0,00
0,00 2,00 4,00 6,00 8,00 10,00
Cast
Zesileni:
) _2_
k= =—=2
u(oo) 1 =
Vypocet inflexniho bodu:
; o Vypocet prvni numerické derivace
) O [yO [y )y )
!(t) — y i y i-1
0,1 |0,032859 YA —
0,2 0,108689 | 0,758303 Vypocet druhé numerické derivace
" ’ti -y tif
03 | 0203571 | 0,948821 | 1905174 » (t")zy(t)f(l)
i tinl
0,4 0,303239 | 0,996677 | 0,478558
0,5 0,399576 | 0,963378 | -0,332984
0,6 0,488330 | 0,887531 | -0,758468
0,7 0,567616 | 0,792866 | -0,946652
0,8 0,636969 | 0,693530 | -0,993357
0,9 0,696726 | 0,597568 | -0,959626
1 0,747645 | 0,509191 | -0,883765
1,1 0,790671 | 0,430260 | -0,789318
1,2 0,826794 | 0,361228 | -0,690313
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1,3 0,856969 | 0,301756 | -0,594725
1,4 0,882078 | 0,251083 | -0,506724
1,5 0,902905 | 0,208269 | -0,428145
1,6 0,920137 | 0,172325 | -0,359434
1,7 0,934367 | 0,142301 | -0,300245
1,8 0,946099 | 0,117319 | -0,249818
1,9 0,955759 | 0,096598 | -0,207214

2 0,963704 | 0,079453 | -0,171449
2,1 0,970234 | 0,065295 | -0,141575
2,2 0,975596 | 0,053623 | -0,116719
2,3 0,979997 | 0,044013 | -0,096102
2,4 0,983608 | 0,036109 | -0,079045
2,5 0,986570 | 0,029613 | -0,064960
2,6 0,988997 | 0,024278 | -0,053347
2,7 0,990987 | 0,019899 | -0,043786
2,8 0,992618 | 0,016307 | -0,035922

Dle druh¢ derivace jsou souradnice inflexniho bodu [0,45; 0,35]

Rovnice seCny y=k-x+gq

Smérnice = prvni derivace v inflexnim bodé = 0,98003

q=y—k-x=035-0,98003-0,45=-0,091

¥ =0,98003-x-0,091

Doba ptechodu y =1=1=0,98003-x—0,091

;140,091
?0,98003

=1,11323

Doba priitahu y = 0 = 0 = 0,98003 - x — 0,091

;040091
‘" 0,98003

Doba nabshu 7, =T, — T, = 111323 - 0,09285 = 1,02037

=0,09285
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~0,09285
1,02037

=0,09099 => 1t < 0,104 — systém 2 fadu s riznymi casovymi konstantami

T,
T=—"
TIl

Secéna prechodové charakteristiky

h(t)

OO0 A aaaaaa AN

OCO0O00O0OO0 A~ aaan]
wWh O
[oloNe]

_

DNPOO=2NWAAOAINP OO
OO O0OO0O0OOO0O0OOOO0O0OO0O
T T T T N EO T T N N

o
-
o

0:20 g /
0,00

T T T T T T
28;;,’0 020 040 060 080 100 120 140 160 1,80 2,00

cas t

‘ —h(t) — secna

y(t,)=0,72 >, =095

roap o b _ 095
12564 1,2564

=0,75612

t, =0,3574-(T, +T,) =0,3574-0,75612 = 0,27024
Z prubéhu grafického pribehu pirechodové charakteristiky resp. tabulky
y(t,)=0,178

Hodnotu 1, uréime numerickym vypoctem ze vztahu

1

1 e 1 —t(I+—)

y2:1+—’e t2(1+t2)+1—'€ &
&}
1 B . 1 70,27024-(1+L)
O 178:1+ .e 0,27024-(1+¢,) + e 7,
s
7, -1 1 1
&}
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T
7, =0,104832="2 =T, =0,104832-T,
T

1

T, +T, =0,75612

T, +0,104832-T, =0,75612
1,104832-T, =0,75612 = T, = 0,684375
T, =0,071744

2
(0,684375- p+1)-(0,071744 - p +1)

G(p)=

Diferencialni rovnice soustavy

Diferencialni rovnice ma tvar:

a, - y"(0)+ - y(0)+ ay - () = by - ult)

Vyjadfeni konstant DR z pfenosu:

by

G(p) = 2 3 2 B a,
P (0,684375- p+1)-(0,071744 - p +1) 0,049099-p2+0,756119-p+1 &_p2+ﬁ_p+@
a, 0 a,

b
k=—°:>2:L:>a0:l=O,5
a, a, 2

DT =a =T a,=0,756119-0,5 = 0,378059
a,

L _ T,=a, =T, a,=0,049099-0,5 = 0,024549
a,

Diferencialni rovnice soustavy:

0,024549 - y"(¢)+10,378059 - y'(¢)+ 0,5 y(t) = 1-u(t)
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Prechodova funkce soustavy
Ptechodova funkce je reakei systému na Heavisidelv jednotkovy skok

Oblast obrazu:

Casova oblast:

4 1 -l 2 1
h(t)=1 {G(p)';} =L {(0,684375~p +1)-(0,071747 - p + 1)‘;}

2 _A, B .\ C
p-(0,684375- p+1)-(0,071747-p+1) p (0,684375-p+1) (0,071747 - p+1)
2=4-(0,684375- p+1)-(0,071747 - p+1)+ B- p-(0,071747 - p +1)+ C- p-(0,684375- p +1)

2=0,049102-A4- p*> +0,756122- A- p+ A+0,071747-B- p* + B- p+0,684375-C- p> +C- p

pli2=4
p': 0=0,756122-4+B+C
p° 1 0=0,049102-4+0,071747 - B-+0,684375-C

A=2 B=-152905 C =0,016806

L2 ~1,52905 0,016806
h(t)y=L"<—+ + =
p (0,684375-p+1) (0,071747-p+1)
1 1
21552005 — ¢ 0840016806 ¢ 0TI
0,684375 0,071747

h(t) =2—2,23423. ¢ "8 1 0234239 . ¢ 71353771
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Grafické zndzorneni prechodové charakteristiky dle zadani a dle vypoctené prechodové

funkce

Namérena a identifikovana charakteristika

2,40

2,00 *7
1,60

£ 1,20 i
0,80 s
0,40
0,00 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0,00 2,00 4,00 6,00 8,00 10,00

Cas t

|+ y(t) —h() |

Stanoveni chyby metody
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t y(®) h(t) Am=y(t)-h(t)
0,00 0,000000| 0,000011 0,000011
0,01 0,000784 0,001945 0,001161
0,05 0,018112 0,039865 0,021753

0,1 0,065717 0,127626 0,061909
0,2 0,217378 0,346367 0,128989
0,3 0,407142 0,562287 0,155145
0,4 0,606477 0,755533 0,149056
0,5 0,799153 0,924165 0,125012
0,6 0,976659 1,070283 0,093624
0,7 1,135232 1,196640 0,061408
0,8 1,273938 1,305844 0,031906
0,9 1,393452 1,400209 0,006757

1 1,495290 1,481747 0,013543
1,1 1,581342 1,552201 0,029141
1,2 1,653588 1,613077 0,040511
1,3 1,713939 1,665677 0,048262
1,4 1,764155 1,711126 0,053029
1,5 1,805809 1,750397 0,055412
1,6 1,840274 1,784330 0,055944
1,7 1,868734 1,813649 0,055085
1,8 1,892198 1,838982 0,053216
1,9 1,911518 1,860872 0,050646

2 1,927408 1,879786 0,047622
2,1 1,940467 1,896128 0,044339
2,2 1,951192 1,910249 0,040943
2,3 1,959995 1,922450 0,037545
2,4 1,967216 1,932993 0,034223
2,5 1,973139 1,942102 0,031037
2,6 1,977995 1,949973 0,028022
2,7 1,981974 1,956774 0,025200
2,8 1,985236 1,962650 0,022586

3 1,990097 1,972115 0,017982

3,5 1,996354 1,986570 0,009784

4 1,998658 1,993532 0,005126
4,5 1,999506 1,996885 0,002621

5 1,999818 1,998500 0,001318

5,5 1,999933 1,999277 0,000656
6 1,999975 1,999652 0,000323
6,5 1,999991 1,999832 0,000159
7 1,999997 1,999919 0,000078
7,5 1,999999 1,999961 0,000038
8 2,000000 1,999981 0,000019
8,5 2,000000 1,999991 0,000009
9 2,000000 1,999996 0,000004
9,5 2,000000 1,999998 0,000002
pramérna odchylka 0,036470
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2

Shrnuti pojmu

Prechodova charakteristika, zesileni a Casové konstanty proporcionalnich soustav nultého, prvniho a

druhého tadu a integracnich soustav prvniho fadu, Strejcova metoda, postup aproximaci prechodovych

charakteristik identifikovanych soustav dle fadu soustavy, piiklady s problematikou aproximace

prechodovych charakteristik soustav nultého, prvniho a druhého tadu.

?

Otazky

1. Vysvétlete pojmy piechodova charakteristika a prechodova funkce.

2. Pomoci jakého pfenosu systému je aproximovana proporcionalni soustava 1. fadu.

3. Vysvétlete princip metody prof. Strejce aproximace proporcionalnich soustav druhého a vyssi

fadu.

4. Jak jsou aproximovany ptrechodové charakteristiky integra¢nich soustav.

|
i,

3@:

Ulohy k feSeni

1. Identifikujte soustavu aproximaci pfechodové charakteristiky dané tabulkou.

t y t y t y

0.0 0.000

0.5 0.240 10.5 2.479 20.5 2.902
1.0 0.461 11.0 2.520 21.0 2.909
1.5 0.664 11.5 2.559 21.5 2.917
2.0 0.850 12.0 2.594 22.0 2.923
25 1.022 12.5 2.626 22.5 2.929
3.0 1.180 13.0 2.656 23.0 2.935
3.5 1.326 13.5 2.684 23.5 2.940
4.0 1.460 14.0 2.709 24.0 2.945
4.5 1.583 14.5 2.732 245 2.949
5.0 1.696 15.0 2.754 25.0 2.953
5.5 1.800 15.5 2773 25.5 2.957
6.0 1.896 16.0 2,792 26.0 2.961
6.5 1.985 16.5 2.808 26.5 2.964
7.0 2.066 17.0 2.824 27.0 2.967
7.5 2.140 17.5 2.838 27.5 2.969
8.0 2.209 18.0 2.851 28.0 2972
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8.5 2.272 18.5 2.863 28.5 2.974
9.0 2.331 19.0 2.874 29.0 2.976
9.5 2.384 19.5 2.884 295 2.978
10.0 2.433 20.0 2.893 30.0 2.980

3.7. Urd¢eni koeficientu diferencialni rovnice metodou postupné integrace.

@ Cas ke studiu: 2,5 hodiny

@ Cil Po prostudovéni tohoto odstavce budete umét

e popsat princip metody postupné integrace
e vyfesit identifikaci soustavy uzitim metody postupné integrace.

LLIJ| Vyklad

V mnohych praktickych ptipadech je vyhodnéjsi pouzit pro identifikaci obecny nenormovany
vstupni signal a analyzovat odpovidajici odezvu na vystupu. Metoda postupné integrace
umoznuje aproximaci prechodovych charakteristik a také odezev systému na jiny vstupni

signal, neZ ve tvaru skokové funkce.

V dal$im se zaméfime na vyhodnocovani prechodové charakteristiky touto metodou.
Zname-li méfenim zjisSténou piechodovou charakteristiku soustavy a za predpokladu, ze

pienos identifikované soustavy predpokladame ve tvaru:

1
2 n
a0+a]p+a2p +...+anp

G(p)= (120)

Ize pro urceni konstant @, ...a, pouzit metodu postupn¢ integrace.

Pii experimentu vychdzime z pfedpokladu, Zze U€inky Sumu jsou vzhledem k uzitecnému
signalu zanedbatelné a dale predpokladame, Ze na zacatku méfeni v ¢ase /=0 a na jeho konci v Case
=00 je soustava v ustaleném stavu, pfi¢emz oba ustalené stavy obecné nemusi byt stejné. Podle tohoto

predpokladu plati:
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. . (n-1)
yO)=y 0)=..y (0)=0 (121)
. . (n-])
y(9=y(g)=..y (9=0
Diferencialni rovnice, ktera odpovida vyse uvedenému pienosu je:
a, v () +a, -y () +ra, Y () ra, (1) =u(t) (122)

Ukolem identifikace je nyni z hodnot znamého vstupniho signalu a zméfené odezvy systému

urcit koeficienty diferencialni rovnice ay ... a,.

Pomoci hodnot y(?) a u(z) v ustalenych stavech miZzeme koeficient a, ur€it pfimo:

L u(®)
" y())

Pro urcovani dalsich koeficientt je ucelné zavést substituci:
y(t)=y(®)=y(t) (123)

u(t)=u(o)—u(t)

Jelikoz pro vstupni signal plati:
u(t) =u(0)=1 pro vSechna t >0
rovnici (122) pak miizeme psat ve tvaru transformované diferencialni rovnice:
a, " (0)va,,y" ()% a1 ay y(1)=0 (124)

Tuto rovnici integrujeme v intervalu <0, «o>. Vzhledem k uvedenym pocatecnim podminkam

jsou integrace ¢lent s derivacemi y(?) rovny nule a dostaneme:
a, [y()]] +a,[y(t)dt=0 (125)
0
Z uvedené rovnice ur¢ime koeficient a;.

ay[[ ()~ y(1)]di
T )= y(0)

(126)

Pii urCovani koeficientu a, integrujeme rovnici nejdiive v intervalu <t, oo> a pak v intervalu

<0, co>:
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—a, " (t)=a, ;Y ().may Y (1) =a, y(t)+a,[y()dt=0 (127

a,y(0)—a,[y(t)dt+a,[[y(t)dt’ =0 (128)
0 01
Z uvedené rovnice uréime koeficient a,:

a,[[ ()= y(t)]dt—a, | [[ ()= y(t)]dt’
W(0)-(0)

a, =

(129)

Dalsi koeficienty by bylo mozné urcit dalsi integraci (pii vypoctu koeficientu a; bychom
rovnici integrovali nejdiive dvakrat v intervalu <t, co> a pak vintervalu <0, c>). Vzhledem k
integracni metodée, ktera se aplikuje na experimentalni soubor dat, roste chyba vyhodnoceni velmi
rychle nad pfipustnou mez. Prakticky je metoda postupné integrace vhodna pro aproximaci odezev
pomoci modeli do 2. fadu.

N/
AN

ReSeny priklad

Zadani

Identifikujte soustavu zadanou pfechodovou charakteristikou (viz. tabulka) pomoci

metody postupné integrace.

by =1
t(s) y(®) t(s) y(®
0,01 |0,000784 2,1 |1,940467
0,05 |0,018112 2,2 [1,951192
0,1 |0,065717 23 1,959995
0,2 {0,217378 24 |1,967216
0,3 |0,407142 2,5 [1,973139
0,4 |0,606477 2,6 |1,977995
0,5 |0,799153 2,7 |1,981974
0,6 |0,976659 2,8 |1,985236
0,7 |1,135232 3 1,990097
0,8 [1,273938 3,5 [1,996354
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Reseni:

0,9 1,393452

1 1,49529
1,1 1,581342
1,2 1,653588
1,3 1,713939
1,4 |1,764155
1,5 1,805809
1,6 1,840274
1,7 1,868734
1,8 1,892198
1,9 1,911518
2 1,927408

Metoda postupné integrace

4 1,998658
4,5 1,999506
5 1,999818
5,5 1,999933
6 1,999975
6,5 1,999991
7 1,999997
7,5 1,999999
8 2
8,5 2
9 2
9,5 2

Pro feSeni urcitych integralt bude vyuzit numericky vypocet pomoci lichobéznikové metody.

Princip lichobéznikové metody

Na jednotlivych podintervalech aproximujeme funkci f(x) polynomy prvého stupné (linearni funkei:

g(x)=a+bx).

200

y
150

100 -

50

y=f(x)

0 10

Potom

10 & 30

40

/@),

'lff(x)dx =h

po upravé

[fm0+wa+fw0
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[ /(o) = th(ao)+f(al)+--~+f(am_1)+%f(am)}+E(f)

Pro vypocet chyby plati
b-a
12

Ma-li integrovana funkce spojitou druhou derivaci, pak vhodnou volbou poctu podintervald lze

E(f)=-

(k) £7(£). kde & € (a,b).

dosahnout libovoln¢ malé chyby.

Obrazovy prenos soustavy

Glp)= a,+a,-p+a,-p’
a, u(oo) = l =0,5
yeo) 2

(s)  [y(0) y(b)' y(@©)-y(®) [I(y)-y®)dt |[(y(eo)-y)dt" |(y(eo)-y(t))dt
0.00 0.000000| 0.000000( 1.000000 3.014872 7.641344 18.002800
0.50 0.799153 | 0.399576 | 0.600424 1.414448 3.212024 7.149432
1.00 1.495290 | 0.747645 | 0.252355 0.561669 1.235907 2.701501
1.50 1.805809 | 0.902905 | 0.097095 0.212219 0.462019 1.003575
2.00 1.927408 | 0.963704 | 0.036296 0.078828 0.170972 0.370584
2.50 1.973139 | 0.986570 | 0.013430 0.029102 0.063042 0.136570
3.00 1.990097 | 0.995049 | 0.004951 0.010721 0.023219 0.050309
3.50 1.996354 | 0.998177 | 0.001823 0.003947 0.008551 0.018539
4.00 1.998658 | 0.999329 | 0.000671 0.001453 0.003151 0.006837
4.50 1.999506 | 0.999753 | 0.000247 0.000535 0.001163 0.002523
5.00 1.999818 | 0.999909 | 0.000091 0.000197 0.000431 0.000929
5.50 1.999933 | 0.999967 | 0.000033 0.000073 0.000161 0.000337
6.00 1.999975 | 0.999988 | 0.000012 0.000028 0.000060 0.000116
6.50 1.999991 [ 0.999995 | 0.000005 0.000011 0.000021 0.000035
7.00 1.999997 | 0.999998 | 0.00000. = 0.000004 0.000006 0.000008
7.50 1.999999 | 0.996 ?0.00000j 0.000001 0.000001 0.000001
8.00 2.000000 | 1.000000 | 0.0000C * 0.000000 0.000000 0.000000

Hodnota integralu | 0.753718 1.910336 4.500700
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_ % [ [ylee) = (o)t _0.5-0,753718

a =0,188429
‘ ()~ (0) 2-0
e [De) =20 —a - [ I0e) -yl 0884290753718 051910336
’ ()= (0) 2-0 i’
1

G =

() 0,5+0,188429p

Diferencialni rovnice soustavy
0,188429 - y'(¢)+0,5- y(t) = u(z)
Prechodova funkce soustavy
Obraz prechodové funkce:

1
1 1 1 0,5 1 2

H(p)=G(p)-L =G(p)-—= =—. : =—.

()= G(p)- (1) = Glp) p p-(05+0188420-p)  p 0188429 05 p 0376858p+1

0,5 0,5
o
W)= 1 2 o 0,376858 ISR B 1
p-(0,376858- p+1) [ 0,376858 (. 1
PP 70376858 PP 70376858
PSS U S P NP P
0,376858 1
0,376858

1

h(t)=2-1- 670,3768581

Grafické zndzornéni prechodové charakteristiky dle zadani a dle vypoctené prechodové

funkce
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Prechodova charakteristika a metoda postupné

integrace
%,%8 I I I I I 1 | | |
1:80 //_e_f T ! T L ! ! T T T T
1,60 7/ T
1,40 1
= 1,20 ]
0,80 | +
0,60 1
0,40 |
0,20
0,00 ‘
0,00 2,00 4,00 6,00 8,00
Cas t
+ y(t) naméfené —— h(t) vypoctené

Stanoveni chyby metody

t y(® h(t) Am=y(t)-h(t)
0,00 0,000000| 0,000000 0,000000
0,01 0,000784 0,052372 0,051588
0,05 0,018112 0,248502 0,230390
0,1 0,065717 0,466128 0,400411
0,2 0,217378 0,823618 0,606240
0,3 0,407142 1,097791 0,690649

0,4 0,606477 1,308063 0,701586
0,5 0,799153 1,469329 0,670176
0,6 0,976659 1,593009 0,616350
0,7 1,135232 1,687864 0,552632
0,8 1,273938 1,760612 0,486674
0,9 1,393452 1,816404 0,422952

1 1,495290 1,859194 0,363904
1,1 1,581342 1,892011 0,310669
1,2 1,653588 1,917179 0,263591
1,3 1,713939 1,936482 0,222543
1,4 1,764155 1,951286 0,187131
1,5 1,805809 1,962639 0,156830
1,6 1,840274 1,971347 0,131073
1,7 1,868734 1,978025 0,109291
1,8 1,892198 1,983146 0,090948
1,9 1,911518 1,987074 0,075556

2 1,927408 1,990087 0,062679
2,1 1,940467 1,992397 0,051930
2,2 1,951192 1,994169 0,042977
2,3 1,959995 1,995528 0,035533
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®

2

2.4
2,5
2,6
2,7
2,8
3,5
45
5,5
6,5
7,5

85

9,5

1,967216
1,973139
1,977995
1,981974
1,985236
1,990097
1,996354
1,998658
1,999506
1,999818
1,999933
1,999975
1,999991
1,999997
1,999999
2,000000
2,000000
2,000000
2,000000

1,996570
1,997370
1,997983
1,998453
1,998813
1,999302
1,999815
1,999951
1,999987
1,999997
1,999999
2,000000
2,000000
2,000000
2,000000
2,000000
2,000000
2,000000
2,000000

0,029354
0,024231
0,019988
0,016479
0,013577
0,009205
0,003461
0,001293
0,000481
0,000179
0,000066
0,000025
0,000009
0,000003
0,000001
0,000000
0,000000
0,000000
0,000000

pramérna odchylka

0,170059

CD-ROM 5 - Lichobéznikova metoda (ANIMACE_3 C)

V ramci animace je mozné se seznamit s lichobéznikovou metodou numerického
feSeni urcitého integralu, jako metody pro vypocty integrald pii identifikaci

soustavy postupnou integraci.

Shrnuti pojmi

Princip metody postupné integrace, lichobéznikova metoda, identifikace soustavy uzitim metody

postupné integrace.

?

Otazky

1. Vysvétlete princip metody postupné integrace.

2. Srovnejte metodu postupné integrace s identifikaci soustavy metodou aproximace piechodovych
charakteristik.

3. K ¢emu se vyuziva pii metodé postupné integrace lichob&znikova metoda.

4. Co je hlavni nevyhodou metody postupné integrace.
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|
i,

:@: Ulohy k feSeni

1. Identifikujte soustavu aproximaci prechodové charakteristiky dané tabulkou.

t y t y t y

0.0 0.000

0.5 0.240 10.5 2479 20.5 2.902
1.0 0.461 11.0 2.520 21.0 2.909
1.5 0.664 11.5 2.559 21.5 2917
2.0 0.850 12.0 2.594 22.0 2.923
25 1.022 12.5 2.626 22.5 2.929
3.0 1.180 13.0 2.656 23.0 2.935
3.5 1.326 13.5 2.684 23.5 2.940
4.0 1.460 14.0 2.709 24.0 2.945
4.5 1.583 14.5 2,732 24.5 2.949
5.0 1.696 15.0 2.754 25.0 2.953
5.5 1.800 15.5 2,773 25.5 2.957
6.0 1.896 16.0 2.792 26.0 2.961
6.5 1.985 16.5 2.808 26.5 2.964
7.0 2.066 17.0 2.824 27.0 2.967
7.5 2.140 17.5 2.838 27.5 2.969
8.0 2.209 18.0 2.851 28.0 2972
8.5 2.272 18.5 2.863 28.5 2974
9.0 2.331 19.0 2.874 29.0 2976
9.5 2.384 19.5 2.884 29.5 2978
10.0 2.433 20.0 2.893 30.0 2.980

Srovnejte vysledky s prikladem z ptedchozi kapitoly.
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4. STATISTICKE METODY IDENTIFIKACE

Cas ke studiu: 2 hodiny

@ Cil Po prostudovéni tohoto odstavce budete umét

e popsat statickou identifikaci systému, nahodna veli¢ina, nahodny proces.

LLIJ| Vyklad

Statistické metody identifikace dynamickych systémii vychazi z jiného pohledu na popis dynamickych
vlastnosti systémi nez doposud uvazované metody. Doposud jsme piedpokladali, ze nasledujici
hodnoty vystupnich a stavovych proménnych systému jsou urceny - determinovany - soucasnymi
hodnotami stavu a vstupli. Matematicky je tato pfedstava vyjadiena pomoci deterministickych modeld
ve tvaru diferencidlnich rovnic. Explicitné vyjadiena derivace stavovych proménnych piimo popisuje
smér a velikost zmén stavovych proménnych, takze ze znalosti hodnot v daném cCase jsme schopni

urcit (predpoveédét) hodnoty proménnych modeld v ¢ase nasledujicim.

Statistické metody identifikace nabizeji jiny pohled na dynamiku systému. Tyto metody
predpokladaji piisobeni ndhodnych velicin na objekt, nebo Ze métené veliCiny jsou zatizeny Sumem. K
identifikaci systémil podle nahodnych ¢asovych prubéhti vstupnich a vystupnich signalti slouzi metody

statistické dynamiky jako korelacni analyza, regresni analyza a jiné.

Na okamzité hodnoty systémovych proménnych nahlizime jako na okamzité hodnoty realizace
nahodného procesu. Nahodny proces je funkce Casu, kterd mtize ndhodné nabyvat riznych hodnot,
pficemz neni pfedem znamo, které nabude. Vyhodnoceni vlastnosti nahodnych procesti je spojeno s
vyhodnocovanim velkych soubord meéfeni na daném systému za stejnych podminek. Pficiny
nahodnych zmén v jednotlivych souborech méfeni jsou na sobé nezavislé, takze okamzité hodnoty
prabéht se navzajem lisi. Prikladem rtiznych nahodnych procestt mohou byt rizné poruchové signaly,

kolisani napéti, Sumy v elektrickych obvodech, hluk vznikly pfi turbulentnim proudéni apod.

Pokud bychom méfili a zaznamenavali graficky pribéh nahodné veliiny, dostali bychom
teoreticky nekone¢né¢ dlouhy zaznam. Pfedpokladejme konecnou dobu meéteni a opakovani méfeni za

stejnych podminek. Po né€kolika méfenich ziskame graficky zdznam podle obr. 41.

117




Statistické metody identifikace

53 L N
NS el
[ 3‘%3&

- - (
| el |

X I|"__.U t

N\ ==

ol
Obr. 41 Nahodny proces X(t) a nékolik jeho realizaci

Nahodny proces X(2) je predstavovan souborem pribehi. Jednotlivé priibéhy ndhodné veliiny

X; (t), kde i = 1,2,...n nazyvame realizacemi ndhodného procesu X(?).

Matematicky popis vlastnosti ndhodného procesu vychdzi z poctu pravdépodobnosti a
statistiky. Vlastnosti ndhodného procesu popisujeme pomoci statistickych charakteristik, které

délime do dvou skupin.

Statistické charakteristiky prvniho Fadu postihuji pouze okamzité hodnoty néhodnych
veli¢in a nejsou schopny postihnout rychlost ndhodnych zmén v pritbéhu realizace nahodného procesu.
Patti mezi né stfedni hodnota, rozptyl, smérodatnd odchylka, distribu¢ni funkce, hustota

pravdépodobnosti.

Statistické charakteristiky druhého Fadu popisuji realizaci nahodného procesu a cely

nahodny proces i z hlediska rychlosti probihajicich zmén.

2 Shrnuti pojmu

Statisticka identifikace systému, ndhodna veli¢ina, ndhodny proces, statické charakteristiky.

P 4 Otazky

1. Co znamena statisticka identifikace systému.
2. Definujte nahodny proces a nahodnou veli¢inu.

3. Charakterizujte statické charakteristiky.
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4.1. Popis soustavy diferenc¢ni rovnici a pfenosem ve tvaru Z-obrazu

Cas ke studiu: 1,5 hodiny

_?@ Cil Po prostudovéni tohoto odstavce budete umét

e definovat Z-transformaci.
e vysvétlit definicni vztah Z-transformace, rozdil mezi L- transformaci a Z-
transformaci.

LLIJ| Vyklad

Popis dynamickych vlastnosti ve tvaru diferen¢ni rovnice se Casto uziva pii feSeni problematiky
stochastického modelovani. Vyhodou je snadné feSeni na pocitaci, diferencni rovnice je algoritmus pro
postupny vypocet odezvy, snadno se provadi odhad koeficienti metodou regresni analyzy. Hodnoty
posloupnosti {u(kT)} a {y(kT)} potfebné pro odhad koeficientli ziskdme vyhodnocenim vstupniho
spojitého signalu a odpovidajici odezvy v diskrétnich ¢asovych okamzicich k£ = 0,1,2... nebo ptimo

métenim diskrétnich hodnot za pouziti méfici techniky.

4.2. Z- transformace

U nékterych dynamickych systémil jsou signaly vytvaieny nebo jsou méfeny (vzorkovany) v
diskrétnich casovych okamzicich T (vzorkovaci perioda), zpravidla stejné od sebe vzdalenych. Takové
dynamické systémy se nazyvaji diskrétni. V tomto pifipad¢ se pracuje s diskrétnimi casovymi

funkcemi nebo ¢asovymi posloupnostmi.

Pii popisu, analyze a syntéze té€chto systémul je nutno Casto feSit velmi slozité diferencni
rovnice. Ke zjednoduSeni téchto operaci nam slouzi Z - transformace (podobné jako u spojitych

dynamickych systémi L - transformace).
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ORIGINAL PEIM A OBRAZ
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Obr. 42 Obecné schéma FeSeni problému pomoci transformace

Zékladni defini¢ni vztah pro pfimou Z - transformaci je:

Z{x(kT )}=X(z)= Iix(kT) z* (130)

kde z komplexni proménna
kT diskrétni ¢as pro £k =0,1,2,...
x(kt)  diskrétni original, funkce definovana v ¢asové oblasti pro £ = 0,1,2...
X(z)  diskrétni obraz, komplexni funkce definovana v oblasti komplexni proménné
z

Z operator piimé Z-transformace

Z defini¢niho vztahu Z-transformace je zifejmé, ze zobrazuje funkci redlné proménné x(k7) na
komplexni funkci komplexni proménné X(z). Hodnota originalu x(k7) pro k=0, 1, 2,... pfedstavuje ve
fyzikélnich interpretacich zpravidla velikost urcité fyzikalni veli¢iny v diskrétnim ¢asovém okamziku
kT. Protoze Cas kT je diskrétni, hovoifime o diskrétni transformaci a je tedy evidentni, Ze Z-
transformace bude vhodna predevsim pro diskrétni systémy, jejichz vlastnosti se daji vyjadiit pomoci

linearnich diferencnich, sumacnich a sumacné-diferenc¢nich rovnic s konstantnimi koeficienty.

Diskrétni ¢asovou funkci x(k7) ziskame ze spojité casové funkce x(?) zastoupenim spojitého
Casu ¢ diskrétnim Casem k7. Z obr. 44 je ziejmé, Ze jedné diskrétni funkci mize odpovidat nekonecné

mnoho riiznych spojitych funkci, proto by vzorkovaci perioda méla byt co nejmensi, aby nevznikla pti

vyhodnoceni méfeni prili§ velka chyba.
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2

x(t)

X(kT) 1
IJ||\|| y

0" T 2T 3T 4T

Obr. 43 Vzorkovani spojité ¢asové funkce

Shrnuti pojmu

Z-transformace, definiéni vztah Z-transformace.

‘?

Otazky

1. Charakterizujte princip a vlastnosti Z-transformace.

2. Charakterizujte diferen¢ni rovnici.
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4.3. Vztah mezi L a Z transformaci

Cas ke studiu: x hodin

_@ Cil Po prostudovani tohoto odstavce budete umét

e definovat vztah mezi L a Z- transformaci.

e popsat zakladni vlastnosti Z- transformace

e seznamite se slovnikem Z-transformace, s diferen¢nimi rovnicemi
identifikovanych soustav.

LLIJ| Vyklad

Porovnejme vztah pro L - transformaci se vztahem pro Z — transformaci:

Lix(t)}=X(p)= Tx(t)e_’”dt (131)
Z{x(kT )= X (z)= 3 x(kT ) z™* (132)

Nahradime-li spojity ¢as ¢ diskrétnim ¢asem k7 a spojity integral ve vztahu (131) diskrétnim

souctem (pro 7' — 0, T = df), dostaneme:
X(p)=T > x(kT)e " (133)
k=0

Srovnanim vztaht (132) a (133) plati, 2¢ z = e ?" a dostavame vztah mezi L a Z -

transformaci:

X(p):éingTX(z) (134)

Stejné jako u L - transformace se vypocet Z - obrazli neprovadi vypoctem podle definicniho
vztahu (130), ale pouziva se slovnik Z - transformace. Ve slovniku Z - transformace jsou obdobné¢ jako
u slovniku L - transformace uvedeny diskrétni funkce x(k7) a pfislusny Z - obraz X(z). V daném radku
je uvedena také odpovidajici spojita funkce x(z), z které se vzorkovanim diskrétni funkce ziskala a jeji

Laplacetiv obraz X(p). Zakladni slovnik Z - transformace je uveden v Ptiloze 2.
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Priloha 2 — Zakladni slovnik Z - transformace

x(kT) X(z) u x(kT) X(z)
e [r—
Tz

S(kT) 1 kT -1y
W) : k N
z—1 (Z - ])

5[(k-m)T] " kd* 2 5
(z-a)

‘ z Z(Z + 1)

S e SO

() . z k-1 (10) i 1

(z$a)2 n-1 (z¥a)"
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Z.akladni vlastnosti Z transformace

Zékladni vlastnosti Z transformace 1ze shrnout do nasledujici tabulky:

Tabulka 4 Zakladni vlastnosti Z - transformace

Vlastnost Funkce ve tvaru originalu Funkce ve tvaru obrazu
Linearita - princip X, (kT )+x,(kT)+..4x,(kT )| X, (z)+X,(z)+..+X,(z)
superpozice
Nasobeni konstantou ax(kT) aX(z)
Posunuti v ¢asové oblasti
x(k—n)T z"X(z)

vpravo (zpozdéni)
Posunuti v ¢asové oblasti

, x(k+n)T 2" X(z) *
vlevo (predstih)
Zpétna diference n-tého . 1Y
B V" x(kT ) X(z)
fadu z

Sumace v ¢asové oblasti

k
$ i) ( : jX(z)
(odpovida zpét.diferenci) i=0 z—1

Poznamky: a - konstanta, * - poCatecni podminky musi byt nulové
Diferencni rovnice

Tak jako zadkladnim tvarem matematického popisu spojitych systémi jsou diferencialni

rovnice, tak zakladem matematického popisu diskrétnich systému jsou rovnice diferencni.

Zakladem diferencnich rovnic je pojem diference funkce. Prvni diference je dana rozdilem
dvou sousednich diskrétnich hodnot. Pfitom je mozno pouzit dvou zpiisobti definovani diferenci, a to

doptednou diferenci anebo zpétnou diferenci:

doptedna diference - funkce posunuta vlevo (piedstih):

Ax(kT) = x[(k + 1)T] — x(kT) (135)
zpétna diference - funkce posunuté vpravo (zpozdeni):

Vx(kT) = x(kT) —x[(k— 1)T] (136)

V obou piipadech je prvni diference analogii prvni derivace u spojitych funkci (urcuje rychlost
zmeény funkce a geometricky je to smérnice tecny). Druhd diference (doptfednd i zpétnd) je zavedena

vztahem
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A’x(kT) = Ax[(k + 1)T] — Ax(kT) (137)
Vx(kT) = Vx(kT) — Vx[(k— 1)T] (138)

a je mozno ji vy¢islit z funk¢nich hodnot

Nx(kT) =x[(k + 2)T] — 2 x/(k + 1)T] — x(kT) (139)

Vix(kT) = x(kT) — 2 x[(k— )T] — x[(k— 2)T] (140)

Postupné mizeme zavést vyssi diference a vzdy je mozné je vycislit funkénimi hodnotami

(ptitom plati, Ze fad diference je roven nejvys§imu posunuti u funkénich hodnot).

u(kT) y(kT)

Obr. 45 Diskrétni systém
Linearni diferen¢ni rovnici diskrétniho systému n-tého fadu s konstantnimi koeficienty a s
pravou stranou (obr. 45) mizeme napsat v tzv. diferen¢nim tvaru:

s dopfednymi diferencemi

o N y(kT)+ ... o; Ay(kT)+ og y(kT)= B A" u(kT)+ ... B; Au(kT)+ By u(kT) (141)
se zpétnymi diferencemi

a, V' y(kT)+ ... a;Vy(kT)+ ag y(kT)= V" u(kT)+ ... B;Vu(kT)+ fy u(kT) (142)

kde  u(kT) je znama vstupni diskrétni funkce systému,
y(kT) je hledana vystupni diskrétni funkce systému.

Jestlize v téchto diferencnich rovnicich nahradime diference jejich funkénimi hodnotami podle
vztaht (135)-(140), slou¢ime stejné posunuté funkce a zavedeme nové koeficienty a; a b;, dostaneme

rekurentni tvar diferen¢ni rovnice:
z doptednych diferenci:
ay[(k +n)T]+ ... a;y[(k + DT]+ ay y(kT)= byuf(k + m)T]+ ... + by u(kT)  (143)
ze zpétnych diferenci:
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ay[k-n)T]+ ... a;y[(k- DT]+ ay y(kT)= b, uf[(k - m)T]+ ... + by u(kT) (144)

Diferencni rovnice z doptednych diferenci (143) je uvadéna jako diferencni rovnice s
kladnymi posunutimi. Po¢ate¢ni podminky jsou zde dany funkénimi hodnotami y(0), y(T), ...
y[(n-1)T]. Tento tvar je bézny v matematické literatute, ale v regulacni technice a v technické
praxi vibec se vice uziva a je vyhodnéjsi druhy tvar (144) ze zpétnych diferenci, ktery se
nazyva tvar diferencni rovnice se zapornymi posunutimi. Pocate¢ni podminky jsou zde dany

posloupnosti hodnot y(-T), y(-2T), ... y(-nT) a tyto jsou vétSinou nulové. Koeficient a, u

hodnoty y(kT) byva standardné¢ normalizovan na hodnotu /, coz umoziuje vyhodné urcit
feSeni y(kT) numerickym zplisobem. Jedna se o podéleni celé rovnice timto koeficientem (pfi

numerickém feSeni pak neni tieba neustalého deleni koeficientem a ).

2 Shrnuti pojmu

Vztah mezi L a Z- transformaci, zakladni vlastnosti Z- transformace, slovnik Z-transformace,

diferen¢ni rovnice identifikovanych soustav.

P 4 Otazky

Charakterizujte vztah mezi L-transformaci a Z-transformaci.
Uved'te zakladni vlastnosti Z-transformace.

Co znamena diference funkce.

W b=

Charakterizujte diferen¢ni rovnici s doptfednou a zpétnou diferenci.
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4.4. 7 — prenos

Cas ke studiu: 0,4 hodiny

@ Cil Po prostudovéni tohoto odstavce budete umét

e definovat Z-ptenos.
e popsat vyznam Z-pienosu.

LI Vyklad

Tak jako u linearnich spojitych systéml vyjadiujeme jejich popis pomoci pienosu v
Laplaceové transformaci, miZeme vlastnosti diskrétnich systémil vyjadiit pomoci Z —
prenosu, ktery je definovany jako pomér Z — obrazu vystupu a vstupu pii nulovych

pocateCnich podminkach. Z - ptfenos ziskame ptevedenim diferencni rovnice (144) do Z-

transformace (z tabulek pro funkci posunutou vpravo plati vztah Z {x( k—n )} =z"X(z)):

a, 2" Yz)+ ... a;z' Y)+ ap Y(z)= b, 2" U(z) + ... b,z Uz)+ by U(z) (145)

m

V(z) byz"+obyz+h, 2P

G(z)= = == (1406)
U(z) a,z"+..a,z" +a, <
" I+ ) az
2
kde b; :ﬁ
a4

Z — pienos G(z) diskrétniho systému sehrava stejnou tlohu jako ptfenos (Laplacetv)

spojitého systému.

2 Shrnuti pojmi

Z-ptenos, vyznam Z-pienosu
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) Otazky

1. Definujte Z-pfenos a srovnejte jej s pfenosem v L-transformaci.
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5. NAHODNA VELICINA A NAHODNE PROCESY

5.1. Zakladni pojmy z teorie pravdépodobnosti a statistiky dle normy
CSN ISO 3534

Cas ke studiu: 2 hodiny

@ Cil Po prostudovéni tohoto odstavce budete umét

e definovat zakladni pojmy z oblasti pravdépodobnosti a statistiky,

e fesit zakladni ptiklady z této oblasti (stanoveni distribu¢ni funkce a dalSich
charakteristik).

LLI]| Vyklad

Zékladnimi pojmy teorie pravdépodobnosti jsou pokus a nahodny jev.

e nahodny pokus (pokus) - Cinnost, ktera se uskuteciiuje za jistého, pfedem stanovené¢ho systému
podminek. (Realizaci tohoto systému podminek lze pfitom neomezené opakovat. Podle vlastni aktivity
pri ptipravé systému podminek rozliSujeme pokusy na pozorovani - je omezeno na pouhé registrovani

skute¢nosti a experiment - systém podminek sami zajistujeme).

e jev - vysledek pokusu, o némz mé smysl uvazovat, zda nastal ¢i nenastal (nastoupil ¢i nenastoupil)

a také kazdy jeho dusledek, znac¢ime velkymi tiskacimi pismeny latinské abecedy 4, B, C, ...
V teorii pravdépodobnosti se zabyvame vyhradné

o jevy hromadnymi - jevy, které jsou vysledky pokusil, jez lze za daného systému podminek
libovolnekrat, teoreticky nekonecné krat opakovat nebo které lze pozorovat na hromadné se

vyskytujicich pfedmétech téhoz druhu. Rozlisujeme:
—  jevy jisté - systémem podminek je vzdy zaruceno uskuteCnéni jevu
— jevy nemozné - systémem podminek je uskute¢néni jevu zcela vylouceno

—  jevy nahodné - za dané¢ho systému podminek mohou, ale nemusi nastat.
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e pravdeépodobnost - realné Cislo v rozsahu od 0 do 1 pfifazené nahodnému jevu ( Muze byt ve
vztahu k dlouhodobé relativni Cetnosti jevu nebo ke stupni divéry, Ze jev nastane. Pfi vysokém stupni

daveéry je pravdépodobnost blizka 1.)

o [lasicka definice pravdépodobnosti - necht’ je dano n elementarnich jeva E;, E,, ..., E,, které tvoii
uplnou skupinu jevl a jsou stejné¢ mozné (tyto jevy se obvykle oznacuji jako vSechny mozné piipady);
rozklada-li se jev 4 na m (m < n) elementarnich jevl ztéto Gplné skupiny (jsou oznacovany jako

ptiznivé piipady), pak pravdépodobnost jevu A4 je realné ¢islo

P(A)z% (147)

o statistickad definice pravdepodobnosti - necht’ A je hromadny jev, nastane-li v n pokusech jev 4

prave f,-krat definujeme

P(A)=lim( " (148)

n—>0 n

¢islo £, se nazyva absolutni Cetnost jevu 4, podil f, k n relativni Cetnost jevu A pii n pokusech.
Tuto vlastnost u statistické definice pravdépodobnosti oznacujeme jako statisticka stalost.

Statisticka definice pravdépodobnosti je zaloZena na relativni Cetnosti jevu A. Opakujeme-li
N-krat nezavisle né&jaky pokus a nastane-li v té€chto pokusech sledovany jev m-krat, potom jeho
relativni Cetnost je m/N. Jestlize pii rostoucim poc¢tu pokustt N bude pozorovana relativni ¢etnost jevu
A kolisat stale vuzSich mezich kolem urcitého cisla, mizeme ptedpokladat, ze toto Cislo je

pravdépodobnosti jevu A.

Jev A nazyvame nezavislym od jevu B, kdyZ P(4) nezavisi od toho, zda nastal ¢i
nenastal jev B. Piikladem je pokus, ktery spociva v hazeni dvou minci. VySetiuji se jevy 4 —
objeveni znaku pfi hodu prvni minci, B — objeveni znaku pii hodu druhou minci. Jev 4 je

nezavislym na jevu B.

Jev A nazyvame zavislym na jevu B, kdyZ P(4) se méni v zavislosti na tom, zda nastal ¢i
nenastal jev B. Piikladem je nasledujici pokus: v nadobé jsou dvé bilé a jedna ¢erna kulicka. Dvé
osoby vybiraji z nadoby po jedné kuli¢ce a vySetiuji se jevy: A — vytazeni bilé kuli¢ky prvni osobou, B
— vytazeni bilé kulicky druhou osobou. Pravdépodobnost jevu 4 — pokud nenastal jev B je 2/3. Jestlize
jev b nastal potom P(4) = 1/2, z ¢ehoz vyvozujeme, Ze jev A zavisi na jevu B. Pravdépodobnost jevu
A, vyc€islena pti podmince, Ze uz nastal jev B, se nazyva podminénou pravdépodobnosti a znacime ji

P(A|B). V uvazovaném piipadé¢ je tedy P(A) = 2/3 a P(A|B) = 1/2.

Podminku nezavislosti jevu 4 od jevu B zapiSeme ve tvaru P(4|B) = P(A).
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Logickym sou¢inem dvou jevii 4 a B nazyvame jev C, charakterizovany tim, ze se realizovaly

oba jevy 4 i B. Znacime jej P(4 - B).
Pro zavislé ndhodné jevy 4 a B je P(4 - B) = P(A) - P(B|A).

Pro nezavislé nahodné jevy je P(B|A) = P(B), takze P(A - B) = P(4) - P(B).

5.2. Nahodna veli¢ina

e ndhodna velicina - veliCina, kterd miize nabyvat jakoukoliv hodnotu z ur¢ité mnoziny hodnot a
s niz je spojeno né&jaké rozdéleni pravdépodobnosti. Realizace nahodné veliiny je Cislo pfifazené
vysledku konkrétniho pokusu. Znacime ji malymi pismeny latinské abecedy. Zapis X = x znamena4, Ze

nahodna veli¢ina X nabyla v daném pokusu hodnoty x.)

e obor hodnot nahodné veliciny - mnozina vSech realnych ¢isel, kterych mize nahodna veli¢ina

nabyt. Vzhledem k povaze oboru hodnot rozlisujeme dva zékladni druhy ndhodnych velicin:

—  diskrétni nahodné veli¢ina - nabyva nejvyse spocetné mnoha realnych hodnot; jejim oborem

hodnot je posloupnost (kone¢na nebo nekonec¢na)

—  spojita ndhodna veli¢ina - nabyva nespo¢etné mnoha realnych hodnot; jejim oborem hodnot je

interval (ohrani¢eny nebo neohraniceny)

o rozdéleni (pravdépodobnosti resp. ndahodné veliciny) - funkce udavajici pravdépodobnost, Ze
nahodna veli¢ina nabyvad dané hodnoty nebo patfi do dané mnoziny hodnot. Pravdépodobnost

mnoziny vSech hodnot ndhodné veli¢iny je rovna 1.

o distribucni funkce - funkce udavajici pro kazdou hodnotu x pravdépodobnost, Ze nahodna veli¢ina

X bude mensi nebo rovna x:

F(x)=P[X <x] (149)
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Obr. 45 Distribuéni funkce spojité a diskrétni nahodné veli¢iny

o Justota pravdepodobnosti (spojité nahodné veliciny) - derivace (pokud existuje) distribu¢ni funkce

_dF(x)
fix)==L s

Obr. 46 Hustota pravdépodobnosti spojité nahodné veli¢iny
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P(x £ X £ x+dx)

x+dx X —=,

Obr. 47 Pravdépodobnostni element

e pravdépodobnostni element — vyjadiuje pravdépodobnost, Ze ndhodna veli¢ina x lezi v nekone¢né

malém intervalu ¢x; x+dx)

X+dx

P(x<X<x+dx)= {f(x)dx (151)

F0)= "0 o ) de=dr(x) (152)
F(x):if(x)-dle (153)

Napiklad v intervalu (-c0; xo) je P(X<x,)= L f(x)-dx (154)

o pravdépodobnostni funkce (pro diskrétni ndahodnou velicinu) - funkce udavajici pro kazdou

hodnotu x; diskrétni ndhodné veli¢iny X pravdépodobnost p;, Ze tato ndhodna veli¢ina je rovna x;
pi=b[X=x] (155)
e parametr - veli¢ina pouzivana pii popisu rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veli¢iny

o fwvantil (nahodné veliciny nebo rozdéleni pravdepodobnosti) - p-kvantil je hodnota nidhodné
veli¢iny, pro niz je distribu¢ni funkce bud’ rovna p (0<p <1), nebo tvoii ,,skok* z hodnoty mensi nez

p na hodnotu vétsi nez p
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Je-1i distribucni funkce rovna p v celém intervalu mezi dvéma naslednymi hodnotami ndhodné

veli¢iny, 1ze kteroukoliv hodnotu z tohoto intervalu povazovat za p-kvantil.
x, je p-kvantil, jestlize:
P(X<x,)Sp<P(X<x,) (156)
V ptipadé spojité ndhodné veliciny je p-kvantil takova hodnota ndhodné veliiny, pod niz lezi
podil p rozd¢leni.
Analogicky se definuje procentni bod pouze s tim rozdilem, Ze p se vyjadfuje v procentech:
e  median: 0,5-kvantil
e  kvartil: 0,25-kvantil nebo 0,75-kvantil

e modus: hodnota (hodnoty) ndhodné veli€iny, v niz (v nichz) pravdépodobnostni funkce diskrétni

nahodné veli¢iny nebo hustota pravdépodobnosti spojité nadhodné veli¢iny nabyva lokalniho maxima.
e stredni hodnota (nahodné veliciny nebo rozdéleni pravdepodobnosti), ocekavanad hodnota:

Pro diskrétni ndhodnou veli¢inu X nabyvajici hodnot x; s pravdépodobnostmi p; je stiedni

hodnota (pokud existuje):
H=E(X)=%p; x (157)
pricemz soucet se bere pies vSechny hodnoty x;, jichz mize veli¢ina X nabyvat.
Pro spojitou nahodnou veli¢inu X majici hustotu pravdépodobnosti f(x) je stiedni hodnota
(pokud existuje):

yzE(X):]Ox-f(x)dx (158)

pricemz se integruje pies cely defini¢ni interval (celé definicni intervaly) veliCiny X.

Odhad stedni hodnoty diskrétni ndhodné veli¢iny

TSk 159
ﬂ—ﬁ‘kZdX() (159)

e centrovana nahodna velicina: - ndhodna veliCina, jejiz stfedni hodnota je rovna nule (ndhodné

veli¢ing€ X se stiedni hodnou rovnou & odpovida centrovand nahodna veli¢ina X - ).

Stfedni hodnota centrované nahodné veli¢iny E [X -E(X )] =F [X ] =0
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o rozptyl (nahodné veliciny nebo rozdéleni pravdepodobnosti) - sttedni hodnota druhé mocniny

centrované nahodné veliciny
o’ =V(X)=E[X—-E(X)]’ (161)

2

o [x(k) w | (162)

Ii MZ

_ 1.
N &
o smérodatnd odchylka (ndhodné veliciny nebo rozdeleni pravdépodobnosti) - kladné vzatd druha

odmocnina z rozptylu

=V(Xx) (163)

e variacni koeficient (nahodné veliciny nebo rozdéleni pravdepodobnosti) - podil smérodatné

odchylky a stiedni hodnoty nezaporné nahodné veliciny

_X) _o (164)

E(X) n
e normovand nahodnd veli¢ina - ndhodna veliCina, jejiz stfedni hodnota je rovna nule a jejiz
smérodatna odchylka je rovna 1.
Nahodné veli¢iné X se stiedni hodnotou x a smérodatnou odchylkou o odpovida normovana
nahodna veli¢ina

(X-—p)
(e

(165)

Rozdéleni normované nahodné veliiny se nazyva normované rozdéleni.
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NV 6
a_ | ReSeny priklad

LN
Zadani
Pti identifikaci systému bylo naméfeno 200 hodnot nahodné veli¢iny charakterizujici
vlastnosti daného systému - viz. nasledujici tabulka — cetnosti hodnot ndhodné
veli¢iny v hodinovych intervalech.
t 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 12
N [0 |7 |22 |28 |37 (34 |24 |18 |14 [8 |3 [3 |2

Reseni

Predpokladejme, ze ndhodna veliCina je spojita.

Urcete empiricky prub¢hy zdkladnich vlastnosti nahodné veli¢iny — distribu¢ni funkce, hustotu

pravdépodobnosti spojité nahodné veli¢iny a vyneste graficky jejich Casové prabehy.

N - Z N(t) Z N() 1) = N()
R(t):oT F(t)=" v At-N

Kde N - celkovy pocet naméfenych hodnot
At — délka ¢asového intervalu

N(t) — Cetnosti hodnot nahodné veliciny v ¢asovych intervalech.

i t N(®) R(t) F(t) f(t)
0 0 0 1,000 0,000 | 0,0000
1 1 7 0,965 0,035 | 0,0035
2 2 22 0,855 0,145 | 0,1100
3 3 28 0,715 0,285 | 0,1400
4 4 37 0,530 0,470 | 0,1850
5 5 34 0,360 0,640 | 0,1700
6 6 24 0,240 0,760 | 0,1200
7 7 18 0,150 0,850 | 0,0900
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0,080

0,920

0,0700

0,040

0,960

0,0400

10

10 3

0,025

0,975

0,0150

11

11 3

0,010

0,990

0,0150

12

12 2

0,000

1,000

0,0100

N(b)

225

200

175 |

150 1

125 |

100

75 1

50 4

25

Cas t[h]

Pravdépodobnost

1,000

0,900

0,800

0,700

0,600

0,500

—- - R()

0,400

—a—N(t)

0,300

0,200

0,100

0,000 -

Cas t[h]

137




Nahodna veli¢ina a nahodné procesy

0,020000

0,018000

b o
0,016000 / \’\
0,014000 / \

J,012000

J,010000 / \
/

J,008000

J,006000 / \\
/

Hustota pravdépodobnosti [1/h]

J,004000
J,002000 /‘ \\
J,000000 / . T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Cas t[h]

2 Shrnuti pojmu

Zékladni pojmy z oblasti pravdépodobnosti a statistiky, stanovit zakladni ptiklady z této oblasti

(stanoveni distribu¢ni funkce a dalSich charakteristik).

P 4 Otazky

1. Definujte pojmy: ndhodna veli¢ina, obor hodnot, rozdéleni pravdépodobnosti, distribu¢ni funkce,

hustota pravdépodobnosti a stfedni hodnota.
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5.3. Vicerozmérové nahodné veli¢iny

Cas ke studiu: 2,5 hodiny

_@ Cil Po prostudovani tohoto odstavce budete umét

e definovat charakteristiky vicerozmérné ndhodné veliCiny.
e stanovit vybrané charakteristiky vicerozmérné ndhodné veli€iny.

LLIJ| Vyklad

Dvé nahodné veli¢iny X a Y tvofi systém dvou ndhodnych veli¢in (nebo téz dvourozmérovou
nahodnou veli¢inu). Hustota pravdépodobnosti dvourozmérové ndhodné veliCiny je prostorovym

utvarem, nazyvame ji sdruzenou hustotou pravdépodobnosti a oznaujeme symbolem f(x,y).

Nahodna veli¢ina X je nezavisld na ndhodné veli¢in€ Y, jestlize zdkon rozdéleni proménné X

nezavisi na tom, jaké hodnoty nabyla proménna Y. Analogicky k nezavislosti nahodnych jevi plati:

fx.y)=f(x)-f(y) (166)

Zavislost resp. nezavislost proménnych je vzdjemna. Stiedni hodnota soucinu dvou

nezavislych nahodnych veli¢in je dana vztahem:
E(XY)=E(X) E(Y) (167)
Pro rozptyl souctu resp. rozdilu dvou nezavislych nahodnych veli¢in plati:
D(XxY)=D(X)+D(Y) (168)
Stfedni hodnota souctu (rozdilu) dvou nahodnych velicin:
EXtY)=EX)XE®Y) (169)

Tésnost vazby (stupen tésnosti linearni zavislosti) mezi nahodnymi veli¢inami X a Y udava tzv.

kovariance (téz tzv. korelacni moment), ktera je definovana jako sttedni hodnota sou¢inu odchylek:
C(X,Y)=E{X -EX)]- [y -EM]} (170)
Jeji odhad vypocteme ze vztahu:
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STtk )- ) yck)-m,] a7

1
C(X,Y)=—
( / N o

Autokovariance je kovariance stejnych nahodnych veli¢in a je rovna rozptylu:
2 2
C(X.X)=E{[X-E(X)f|=0c (172)

V ptipadé, ze X a Y jsou nezavislé, je C(X,Y)=0. Je-li tedy kovariance dvou nahodnych
veli¢in riznd od nuly, je to kritérium existence zavislosti mezi nimi. Ze vztahu pro
autokovarianci vyplyva, ze kovariance charakterizuje nejen zavislost ndhodnych veli€in, ale 1
jejich rozptyl. Jestlize napt. jedna z proménnych XY se velmi mélo odchyluje od své stfedni
hodnoty (je témé&f nendhodnd), bude hodnota kovariance malé, 1 kdyby tésnost vazby mezi X a
Y byla jakkoliv velka. Proto zavadime bezrozmérnou charakteristiku, tzv. koeficient korelace:

C(X,Y)

.0,

(X, Y) = (173)

ktery nabyva hodnot z intervalu (-/,/ ). Koeficient korelace vyjadiuje svoji absolutni hodnotou
stupen tésnosti linearni zavislosti mezi ndhodnymi veli¢inami X a Y. V souvislosti se znaménkem +
resp. — hovoiime o kladné resp. zaporné korelaci proménnych X a Y. Kladnd (zaporna) korelace
vyjadfuje, Ze pfi vzrustu jedné z nich ma druha tendenci v priméru vzrustat (klesat). Je-li koeficient
korelace nulovy, potom veli¢iny X a Y se nazyvaji nekorelované. Nezavislé ndhodné veliCiny jsou
vzdy nekorelované. Nekorelované vSak nemusi byt vzdy nezavislé. Podminka nezavislosti je silngjsi

nez podminka nekorelovatelnosti.
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N
AN

Reseny priklad
Zadani

Uvazujme 3 dvourozmérové ndhodné veliCiny X,Y; X, Z a X, W, jejichz méfenim byly

uréeny nasledujici hodnoty (Tabulka 5):

Tabulka 5 Nahodné veli¢iny X, Y, Z, W

K 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

x(k) |-1,1 [-0,7 |-04 |(-0,2 |-0,1 0,1 0,2 0,4 0,7 1,1

yk) |-04 |(-0,2 |-1,1 |[-0,7 0,1 -0,1 0,7 1,1 0,2 0,4

zk) | 1,1 0,7 0,4 0,2 0,1 -0,1 1-0,2 |-04 |-0,7 |-1,1

=[ N[ <]

w(k) 0,55 0,35 |0,2 0,1 0,05 |-0,05 (-0,1 |-0,2 |-0,35 |-0,55

a) Vypoctéte odhady stfednich hodnot, rozptyli a smérodatnych odchylek ndhodnych

velicin X, Y, Za W.

b) Zhodnot'te té€snost vazby mezi ndhodnymi veli¢inami X, Y; X, Za X, W.
Reseni:
a) Odhad stfedni hodnoty ndhodné veli¢iny X vypocteme ze vztahu:

N

i, _ L > x( =i-[—1,1—0,7—0,4—0,2—0,1+0,1+0,2+0,4+0,7+1,1]:0

N = 10
Obdobné¢ zjistime, ze: p, =0, . =0 a u,=0
Odhad rozptylu ndhodné veli¢iny X vypocteme ze vztahu:
2 _ i y o 2 i _ _ 2 _ _ 2 _ 2 _ 2|_
ol = N-z[x(k) ol = 0 (—1L1=0) +(=07—=0)" +---+(07-0)> +(11-0)* |= 0,382
k=1
Obdobné zjistime, ze: o =0,382, o, =0,382, o} =0,0955
Odhad smérodatné odchylky zjistime ze vztahu:

o, =07 =.J0382=0618

Obdobné: o, = 0,618, o, = 0,618 a &, =0,309
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Z hlediska stfednich hodnot jsou nahodné veliciny X, Y, Za W totozné, rozptyl a
smerodatnd odchylka ndhodné veli¢iny W se liSi od stejnych rozptyli a smérodatnych

odchylek ndhodnych veli¢in X, Y a Z.

b) Tésnost vazby mezi ndhodnymi veli¢inami X, Y; X, Z a X, W vyjadiuje kovariance a

koeficient korelace:
Odhad kovariance vypoc¢teme dle vztahu:

1,

C(XY)=

];[x(k)—nx]-[y(k)—ny]=
(—11—=0)-(=0,4—0)+(—07—0)-(=0,2—0)+(—0,4—0)-(—1,1—0 )+

_i (-02-0)-(-07-0)+(-0,1-0)-(0,1-0)+(0,1-0)-(-0,1-0)+

T 101(02-0)-(07-0)+(0,4-0)-(11-0)+(0,7-0)-(0,2—0) +
(1,1-0)-(0,4-0)

=0,230

Analogicky: C(X,Z)=-0,382

Z vysledkil je ziejmé, ze té€snost vazby mezi nahodnymi veli¢inami X,Z je vétSi nez
mezi XY, jelikoz
z(k)=f[x(k)]

Odhad koeficientu korelace:

C(X,Z)‘ >‘C(X,Y)‘. Je to patrno i z porovnani zavislosti y(k)=f[x(k)] a

c(xy) 0230
otex 0618-0618

X y

r(X,Y)=

F(XZ)_C(X,Z)_ -0382
’ o.-o. 06180618

Zavislost y(k)=f[x(k)]:
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1’/1
' *
,
n,n
*
ﬁ'R
0 4 #
0'2 #
0
1,4 1,2 08¢-C6 0,4 0.2, 5 ‘02 0,4 0,6 0,8 1,2 1,4
% ﬂ’A
n’R
S
n’sx
* '
1,’7
1.4
Obr. 48 Zavislost y(k)=f[x(k)]
Zavislost z(k)=f[x(k)] :
*
o o
:
14 1,2 1 0,8 0,6 0,4 0.2 1o * 04 0,6 0,8 1 1,2 114
o o
- o

Obr. 49 Zavislost z(k)=flx(k)]

Zavislost w(k)=f[x(k)]:

*

04

*

* 02
‘ 0’“ ‘
14 <12 1 08 -06 -04 -02 ®® 04 06 08 1 12 14

02 *
04 ¢
06 ¢

Obr. 50 Zavislost w(k)=f]x(k)]
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Z vyse uvedenych grafi a vysledka vyplyva, ze kladna korelace proménnych XY
vyjadiuje vzrist ndhodné veliCiny Y pii vzristu X (obr. 48) a zaporna korelace proménnych X,
Z vyjadtuje pokles Z pii vzristu X (obr. 49).

Odhad kovariace a korelace nahodnych veli¢in X, W:

C(X,W)=-0,191

F(XW)_C(X,W)_ —-0,191 _
’ o - 0,618-0,309

Porovnani absolutnich hodnot kovarianci C(X,Y)a C(X,W )by mohlo vést
k chybnému zavéru, ze tésnost vazby mezi X a Y je vétsi nez mezi X a W, kdybychom si

neuvédomili, Ze o < o?.

Pouzijeme-li k hodnoceni tésnosti vazby odhadl koeficientii korelace »(X,Y) a r(X, W),
dochazime ke stejnému vysledku jako v ptedchéazejicim ptipadé, tzn. ze dvourozmérové

nahodné veli¢iny X, Z a X, W jsou z hlediska tésnosti linearni zavislosti rovnocenné.

Zéaveérem lze tedy konstatovat, ze tésnost vazby mezi ndhodnymi veliCinami lze
hodnotit prostfednictvim kovarianci pouze tehdy, jestlize rozptyly ndhodnych veli¢in jsou

stejné.

2 Shrnuti pojmu

Charakteristiky vicerozmérné nahodné veli¢iny, vybrané charakteristiky vicerozmérné nahodné
veli¢iny (autokorela¢ni funkce, koeficient korelace, kovariance, stfedni hodnota nahodné veli¢iny

atd.)

P 4 Otazky

1. Charakterizujte sdruzenou hustotou pravdépodobnosti.

2. Definujte pojmy kovariance a autokovariance a uved’te jejich rozdily.
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5.4. Kovarian¢ni matice

Cas ke studiu: 2 hodiny

@ Cil Po prostudovani tohoto odstavce budete umét

e definovat kovarian¢ni matici,
e sestaveni a vyznam kovarian¢ni matice.

LLIJ| Vyklad

Pti vysvétlovani nékterych pojmu z teorie nahodnych procest a pti feSeni tloh experimentalni
identifikace soustav pracujeme s N-rozmérnou ndhodnou veli¢inou neboli nahodnym

vektorem v nasledujicim tvaru:
Z2'=z, z, - Z,] (174)

jehoz prvky jsou tvofeny ndhodnymi veli¢inami Z;, i = 1, 2,..., N. Nahodné¢ veli¢iny Z;

jsou statisticky nezavislé, kdyz:
flzp.2y02y )= f(2))- f(2,). f(zy) (175)
Pro stfedni hodnotu ndhodného vektoru plati:
E(Z)=q (176)
kde:
A =lu o owy] (177)

Rozptyly spolu s kovariancemi zapisujeme obvykle ve formé& kovariancni matice

C(Z ) ndhodného vektoru Z , ktera je dana vztahem:
C(Z)=E(Z 2") (178)

Pro C(Z) tedy plati:
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ZI E(ZIZI) E(Zzzz) E(Z]ZN)

2=l Bz, 2, . 2 lle|EBT) E(2:22) o E(2:2y)

ZN E(ZNZI) E(Zsz) E(ZNZN)

C(Z1 Z1) C(Z1 Zz) C(Z1 ZN)
C(7)= C(Zf Z,) C(ZZ: Z,) - C(ZZ:ZN) (179)
C(ZN Z]) C(ZN Zz) C(ZN ZN)

Kovarianéni matice C(Z) je matici symetrickou, na jeji diagonale nalezneme

rozptyly ndhodnych veli¢in Z; , nebot C(Z,,Z,)=0o7.

Pokud C(Z,,Z ;)=0 a i# jsou nahodné veliCiny parové nezavislé a tudiz

nekorelované. Pro hustoty pravdépodobnosti v tomto piipadé plati:

f(zp2,)=f(z,) f(z;)
: : (180)

flzzy)=f(z,) f(zy)

SdruZena hustota pravdépodobnosti N-rozmérné néhodné veli¢iny Z s normalnim

rozdélenim je rovna:

1 (Z—,ZZ)TC_I(Z)(Z—,[Z) (181)

£(2)= exp
Jeern)hcz) 2
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Reseny priklad

N
AN

Zadani
Je dan nahodny vektor X' = [X X, o X 7]. Konkrétni hodnoty x;(k), pro i =
1,2,.., 7 k=12, .. 12 ndhodnych veli¢in X; jsou uvedeny v tabulce 6.

a) Urcete odhad stiedni hodnoty ndhodného vektoru X .

b) Sestavte kovarian¢ni matici ndhodného vektoru X .

Tabulka 6 Data k prikladu

X, X, X; X4 X5 X X7
K x1(k) x,(k) x3(k) x4(k) x5(k) x6(k) x7(k)
1 0,64 0,74 0,62 0,59 0,35 -0,09 -0,39
2 0,54 0,37 0,06 -0,32 -0,60 -0,69 -0,67
3 0,34 0,50 0,37 0,26 -0,52 -0,72 0,42
4 0,23 0,26 0,35 0,55 0,69 0,75 0,80
5 0,12 0,20 0,24 0,18 -0,20 -0,42 -0,46
6 -0,16 -0,12 -0,15 0,05 0,29 0,43 0,63
7 -0,22 -0,29 -0,38 -0.24 -0,06 0,07 -0,16
8 -0,26 -0,69 -0,70 -0,61 -0,43 -0,22 0,29
9 -0,50 -0,60 -0,68 -0,62 -0,68 -0,56 -0,54
10 -0,30 0,13 0,75 0,84 0,78 0,73 0,71
11 -0,69 -0,40 0,08 0,16 0,12 0,18 0,33
12 0,18 -0,79 -0,56 -0,39 -0,42 -0,58 -0,53
Reseni

a) Odhad stfedni hodnoty ndhodného vektoru:

w=lp no oml

L s k 1,2
=) X, =12 ..,7
H, ukZ:],() i

Odhad stfedni hodnoty ndhodné veliCiny X; po dosazeni dat z tabulky:
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i, = Ekzlxl(k) [064+054+()34+023+0]2 0,16-0.22-0,26 -0,50—0,30—0,69+0,18]=
=-0,007

i, = Ekzsz(k) —[074+037+050+026+020 012-0,29-0,69-0,60+0,13—0,40—0,78]=
=-0,057

atd.

Nahodny vektor X ma stfedni hodnotu:

u' =[-0007 —0057 0000 0037 -0057 —0,093 0,036]

b) Odhad kovarian¢ni matice nahodného vektoru X:

C(X,X,) C(X,X,) - C(X,X,)
O )= C(X?XI) C(X?Xz) C(X%XN)

C'(le/X1) C(XJ;XZ) C(XA;XN)
kde

C(XJ:XJ):IIZ'IZZ:[X1(k)_ﬂ1]Z

k=1

Dosazenim hodnot z tabulky dostavame:

(0,64 +0,007)* + (0,54 + 0,007)* + (0,34 + 0,007)* + (0,23 + 0,007)* +
C(X,,X,)= 112 | +(0,12+0,007)* + (=0,16 + 0,007)* + (<0,22 + 0,007)* + (0,26 + 0,007)> +
+(~0,50+0,007)* + (—0,30 + 0,007)* + (0,69 + 0,007)* + (0,18 + 0,007)*
=0,1632
(0,74 +0,057)* + (0,37 +0,057)* + (0,50 + 0,057)* + (0,26 + 0,057)* +
C(X,,X,)= 112 1 +(0,20 +0,057)* +(=0,12+0,057)* + (=0,29 + 0,057)* + (=0,69 + 0,057)* +
+(=0,60+0,057)* + (0,13 +0,057)* + (0,40 + 0,057)* + (0,79 + 0,057)*
=0,2385
atd.

Dale pak:

C(XI,X2)=]12- i[xi(k)_ﬂi]'[xz(k)_ﬂz]

k=1
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Dosazenim hodnot z tabulky dostavame

[(0,64+0,007)-(0,74+0,057)+ (0,54 +0,007)-(0,37 + 0,057) +
+(0,34+0,007)-(0,50+0,057)+ (0,23 +0,007)-(0,26 + 0,057 ) +
+(0,12+0,007)-(0,20 +0,057)+ (= 0,16 +0,007)-(— 0,12+ 0,057) +

)-
X, X, )="1. ) -
P12 [(-0.2240,007)-(- 0,29+ 0,057)+ (- 0,26 +0,007)-(— 0,69 +0,057) +
).
).

-
(-=0,50+0,007)-(- 0,60 +0,057)+ (- 0,30+ 0,007)-(0,13 + 0,057 ) +
+(0,69+0,007)-(-0,40+0,057)+(0,18+0,007)-(~ 0,79 +0,057)

=0,1379
atd.

Kovarianéni matice ndhodného vektoru X ma pak nasledujici tvar.

[0,1632 0,379 0,0795 0,0457 —0,0106 —0,0642 —0,0648]
0,2385 0,2029 0,1621 00827 00229 00251

. 0,2356 02152 01527 00982  0,0896
C(X)= . . . 0,2207 0,1910  0,1491  0,1322
0,2407  0,2348  0,1711
0,2691 02114

0,2878

Prvky na hlavni diagonale jsou vyrazem rozptylu ndhodnych veli¢in X

2 Shrnuti pojmi

Kovarian¢ni matice, sestaveni a vyznam kovarianéni matice.

P 4 Otazky

1. Popiste postup vytvareni kovarianéni matice a uved’te jeji vyznam.
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5.5. Stacionarnost a ergodi¢nost nahodného procesu.

(SENP — stacionarni a ergodicky nahodny proces)

@ Cas ke studiu: 3 hodiny

@ Cil Po prostudovani tohoto odstavce budete umét

e definovat staciondrnost a ergodi¢nost nahodného procesu.
o urcit korelacni funkce a vykonové spektralni hustoty.

LLIJ| Vyklad

Pokud pii zméné pocatku, od néhoz odecitame Cas, je stiedni hodnota a rozptyl konstantni
o (t)=1, =k;u (t)y=p, =k, aautokorelatni funkce je pouze funkei posunuti - hovorime o
stacionarnosti v $irSim smyslu.
Stacionarnost v uz§im smyslu pfedpoklada rovnost hustot pravdépodobnosti pfi zmén¢ pocatku od
n¢hoz odecitame Cas.

Rikame, Ze stacionarni ndhodné procesy jsou invariantni vii¢i zméné pocatku ¢asové osy.

Nahodny proces X(z) nazyvame ergodickym, jestlize stfedni hodnota, rozptyl a autokorela¢ni
funkce uréené v souboru realizaci se s pravdépodobnosti blizkou jedné rovnaji charakteristikam
uréenym z jediné realizace x(#). Piitom teoretické vztahy pro uréeni téchto charakteristik z jediné
realizace predpokladaji vypocet zaznamenany v intervalu (-og, o) — v praxi se predpoklada zadznam pro
dostatecné dlouhou dobu.

Cili stfedni hodnota v souboru realizaci a stfedni hodnota v jediné realizaci

1 T
=lim— | x""(r)dt 182
p, =lim_ j Q) (182)
se sob¢ rovnaji.
Podobné pro autokorelacni funkci realizace plati
T

Rx®xV(z) = ;imle [xV @) x ¢+ 2)ar (182)

-T
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Pro autokorela¢ni funkci centrovaného nahodného procesu — autokovaria¢ni funkei plati
1 T
Cx,x"(z) = lim — [[x () - NGO +7) - w0 Mt (183)
T—w 2T “r

Pro zjednodusSeni dalsiho vykladu zapisu budeme nadale vySetiovanou realizaci oznacovat x(?)
a hovotit o korela¢nich funkcich. Vztahy, ke kterym dospéjeme budou stejné i pro centrované

realizace. V praxi se pfevazné pracuje s centrovanou realizaci [1],[5].

Pro autokorela¢ni funkci realizace SENP z konec¢né doby zaznamu lze psat

Rxx(r) = ; [x(@0)-x(t +v)at (184)

0

a je to vpodstatt odhad skuteéného pribéhu autokorelacni funkce. Autokorela¢ni funkce
charakterizuje vzajemny vztah (souvislost) mezi hodnotami téZze nahodné realizace. Umoziuje ze

znalosti funkce v minulém case statisticky predvidat jeji dalsi chovani.

Pro stiedni hodnotu realizace plati:

T
i, = ljx“” (t)dt (185)
T 0

Analogicky lze definovat vzajemnou korela¢ni funkci realizaci dvou SENP x(?) a y(2).

Pro kone¢nou dobu zaznamu Ize psat

Rxy(r) = T[x(t).y(t + 7)dt (186)

1
T
Tato funkce vyjadfuje miru korelace mezi veli¢inou x(?) v okamziku ¢ a y(t+7). Jestlize korelace

existuje, napft. vztah priCiny a nasledku se zpozdénim 7, , ma korela¢ni funkce maximum pro 7 = 7.

a) limRxx (7)=0

b) Rxx(7) = Rxx(-7)
¢) Rxx( &) je rovna stfedni hodnoté kvadratu realizace nebo rozptylu u centrované realizace.

Pro vzéjemné korelacni funkce plati

Rx.y(7) = Ry,x(7) (187)
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Urceni korelacnich funkci a vykonovych spektralnich hustot.

M¢jme zéznam realizace x(z) v intervalu (0,7) podle obr.51

x(t)

At At

T=N At T

Obr.51 Zaznam realizace

T
Rozdélime graf na Giseky At = N

Hodnotam ¢ a t pfisoudime diskrétni hodnoty & a i ndsobené At
t=k At k=1 2. T=iAt i=012, ..
Rxx (iAt) =Rxx (i), x(k.At) =x(k),; x[(k+i) At] = x (k+i)

Pak pro vy¢isleni korelacnich funkci uzijeme vztaht
1 N-i

Roox(i) = —— > x(k).x(k + i)
N-i'3

N—i

Rxy(i) = Nl_in(k).y(k +1)

Pti vyhodnocovani je tfeba se zabyvat:
- volbou intervalu Az,
- volbou minimalniho poctu potadnic i autokorelacni funkece,

- volba doby zaznamu 7.

1
Pro volbu At plati At < F kde fc je mezni kmitocet obsazeny v realizaci.
c

1
Pocet poradnic se doporucuje volit i<§ N

Je-li v realizaci periodicka slozka o velikosti 7)) se doporucuje volit 7= N. At asi 10 Ty.
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Nahodna veli¢ina a nahodné procesy

Pro vyhodnocovani vykonovych spektralnich hodnot se uziva spektralnich analyzatort.

Vykonova spektralni hustota

Analogicky k pfedchazejicimu vykladu lze definovat u SENP vykonovou spektralni hustotu realizace

x(t) nahodného procesu X(?) takto:
Svx(@) = lim — X(jo) (191)
T > 2T ]
kde X(jw) je Fourierova transformace realizace x(¢) ndhodného procesu X(?).
X(jo)= [x(t)e ™ dt (192)

Odhad vykonov¢é spektralni hustoty realizace ze zaznamu o konecné délce
1
Sex(@) = ?\X( jo) (193)
Obdobné vzajemnou spektralni hustotu realizaci x(2) a y(?) lze vyjadrit
. N S :
Sxy(Jw)=llr1mEX (jw)Y(jw) (194)

kde X*(jw) je komplexné sdruzeny vyraz k Fourierové transformaci X(j @) realizace x(t). Je to Cislo
komplexni.
Vzijemny vztah mezi korela¢nimi funkcemi a vykonovymi spektralnimi hodnotami vyjadiuji

rovnice Wiener — Chinc¢inovy.
Vykonova spektralni hustota je Fourierovym obrazem autokorela¢ni funkce
Sxx(@) = ijx(r)e‘ijdr (195)
Autokorelacni funkce je origindlem k Fourierové obrazu
1 T ot
Rxx(7)=— J.Sxx(a))ef do (196)
2r 7

Vykonova spektralni hustota ma fyzikalni interpretaci jako 2z ndsobek derivace vykonu podle
frekvence, rozptylené v odporu /2 povazujeme-li x(¢) za ndhodnou veli¢inu proudu prochézejici

odporem
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Ser(w) =27 2L (197)
dw

V této souvislosti se zminime o ndhodné veli¢in€, jejiz autokorelatni funkce ma tvar Diracova

impulsu v ¢ase 7 = . Vykonova spektralni hustota této ndhodné veli¢iny pro 7 = 0 je:

Sxx(w) = j 5(0)e’dr (198)

plati, ze Ié‘(O)dz' =1a

Sxx () = 1. (199)

Vykonova spektralni hustota ndhodné veliCiny jejiz autokorelacni funkce je rovna Diracovu impulsu je
konstantni a takovou veli¢inu nazyvame bily Sum (obr.51). Pfesna realizace neni moznd, museli
bychom mit nekonecny zdroj energie. Lze vSak realizovat aproximaci bilého Sumu s omezenym

frekvenc¢nim pasmem.

Sxx(w)

Obr. 52 Charakteristika bilého Sumu

2 Shrnuti pojmi

Stacionarnost a ergodi¢nost nahodného procesu, stanoveni korelacni funkce a vykonové spektralni

hustoty.
? Otazky

1. Definujte ergodi¢nost a stacionarnost nahodného procesu.

2. Charakterizujte stanoveni korela¢ni funkce nahodného procesu a vykonové spektralni hustoty
nahodného procesu.
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5.6. Bily Sum

Cas ke studiu: 0,75 hodiny

@ Cil Po prostudovani tohoto odstavce budete umét

e charakterizovat bily Sum
e popsat korelovany a nekorelovany sum.

LLIJ| Vyklad

Jak bylo jiz dfive naznaCeno na kazdou identifikovatelnou soustavu ptsobi v pritbé¢hu ¢asu
meéfeni néjaky rusivy signal. Tento signal se nazyva Sum.

Bily Sum je nahodny signal se zvlastnimi vlastnostmi (white noise). Pfestoze tento signal je
jen matematicka abstrakce, je mozné pomoci n¢j modelovat ndhodné chyby, jejichz zékladni

charakteristikou je uplna nahodilost a Zadna korelace mezi vzajemné Casové posunutymi hodnotami.

Dalsi uplatnéni ma pfi popisu prenosovych vlastnosti linearnich dynamickych systémii.

Bily Sum se vyznacuje tim, Ze hodnoty v kazdych dvou okamzicich i libovoIné blizkych jsou

nekorelované.

V praxi mohou byt korelacni funkce Sumd na vstupu systémi vice nebo méné blizké Diracovu

impulsu.
Rxx(7) Sxx(m) a)
y \
a)
b)
T ()
Obr. 53 Autokorela¢ni funkce Sumi Obr. 54 Vykonova spektralni hustota Sumi

pak v pripad¢ ad a) hovotime o Sumu nekorelovaném, v ptipadé ad b) hovotfime o Sumu korelovaném.
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Pii diskrétnim vyjadieni korelacni funkce
1 N—i
Rxx(i) =—— " x(k)x(k + i) (200)
N-iiS

1ze psat pro nekorelovany Sum wy=0, 0. =konst.
Rxx(i)= o’ proi=0
Oproi=1
pro korelovany Sum wy=0, o’ =konst.
Rxx(i)=0 .’ proi=10
rizné od O proi > 1

Za nekorelovany Sum lze povazovat posloupnost Cisel, které nejsou sice vytvatreny ndhodné,
maji vSak vlastnosti ndhodnych ¢isel. Hovofime o pseudondhodném signalu, ktery pfi identifikaci

zavadime na vstup identifikované soustavy.

K tomu se uziva kruhového pomocného registru na kterém se vytvaii linearni posloupnost

hodnot ,,0“ a ,, I “ opakujici se s ur¢itou periodu Pr.

2 Shrnuti pojmu

Bily Sum, korelovany a nekorelovany Sum, autokorelacni funkce Sumu, vykonova spektralni hustota

v

Sumu.

P 4 Otazky

1. Charakterizujte bily Sum

2. Popiste nekorelovany a korelovany Sum.
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5.7. Pruchod realizace SENP linearni soustavou

Cas ke studiu: 1 hodina

@ Cil Po prostudovani tohoto odstavce budete umét

e popsat pruchod realizace stacionarniho a ergodického nahodného procesu

linearni soustavou.
e seznamite se s Wiener-Hopfovou rovnici.

LLIJ| Vyklad

Predpokladejme, Ze na vstup linearni soustavy s vahovou funkci g(?) ptivedeme realizaci u(?)

nahodného procesu, ktera je u(z) = 0 pro vSechna ¢. Pak pribéh odezvy y(¥) uréime z konvolutorniho

integralu [7],[12]:
Y0 = gt~ )i
0
Pro argument (¢ + 7) 1ze uvedenou rovnici napsat ve tvaru
Y+ 1) = [ ) ute + T~ )y
0

Pro vzajemnou korelacni funkci plati

waryzggé%juaﬁ}(p+ndt

0
Dosazenim za y (t+1) obdrzime
| %
Ruy(z) = lim j u(t) j g(u)-u(t+7~m)dnds

Zameénou poradi integrace a limitovanim dostaneme
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Nahodna veli¢ina a nahodné procesy

0 ‘ 1 T
Ruy(7) = j gn)| lim — j u(tu(t +7 - n)dt}dn (205)

Vyraz v zavorce je autokorela¢ni funkce vstupniho signalu s argumentem t -p

Ruu(t-u )

pak
Ruy(z) = [ g() Run(z = n)dn (206)
0

Posledné uvedeny vyraz je Wiener— Hopfova rovnice v Casové oblasti udavajici souvislost
mezi autokorelacni funkci, vzajemnou korela¢ni funkci a vahovou funkei soustavy. Této rovnici se
rovnéz tika identifikaéni rovnice a v dal§im ji budeme uzivat pro identifikaci soustav metodou

korela¢ni analyzy.

Obrazovy tvar Wiener-Hopfovy rovnice je pak mozno napsat v nasledujicim tvaru:

Suy(jow) = F(jo) - Suu(w) (207)
Kde F(w) je kmitoctovy pfenos soustavy,
Suu(w) spektralni vykonova hustota,
Suy(jw) vzajemna spektralni hustota.

2 Shrnuti pojmi

Realizace stacionarniho a ergodického nahodného procesu linearni soustavou, Wiener-Hopfova

rovnice

P 4 Otazky

1. Popiste prichod realizace stacionarniho a ergodického ndhodného procesu linearni soustavou.

2. Co vyjadiuje Wiener-Hopfova rovnice.
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6. PREHLED STOCHASTICKYCH METOD

6.1. Formulace stochastickych modeli.

@ Cas ke studiu: 3 hodiny

@ Cil Po prostudovani tohoto odstavce budete umét

e popsat modely soustav vychézejici z formulace chyby vystupu a z formulace
chyby rovnice.

LI Vyklad

Model soustavy, vychazejici z formulace chyby vystupu

Budeme formulovat stochasticky model vyjadiujici zavislost mezi vstupnim zkuSebnim signalem a

vystupnim ndhodnym signalem pii respektovani chyby & Formulaci provedeme pro spolecné oznaceni

lV(n)

soustava yt(n ) ®
y(n)

u(n) : @ g(n)

ya(n)

diskrétniho i spojitého ¢asu [7].

det. model

Obr. 55 Zapojeni k identifikaci stochastického modelu
u(n )... naméfena vstupni veli¢ina
y(n ).. teoreticky pribéh

y(n )... skutecné nameéteny prubeh
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Va(n )... vystup deterministické ¢asti modelu

n ma vyznam casu (spojitého ¢, nebo diskrétniho k)

y(n ) v sob¢ zahrnuje aditivni Sumovy signal v(n ) s nulovou stfedni hodnotou M/v(n )]=0

Plati: y,(1) = flu),q,]

kde qi jsou  koeficienty jejichz odhad je predmétem identifikace.

Kdyby se neuplatioval aditivni Sum, platilo by:

y(m) =y, ()= f(u(n).q,)

Soustavu by bylo mozné popsat deterministickym modelem

o) = fu(m),q,)

Ve skuteCnosti plati:

y(n) = flu(),q,]+v(n)

pak je ptirozené formulovat stochasticky model rovnici

y(m) = flum),q,]+ &,(1)

kde a&m)=vin) je tzv. chyba vystupu pro kterou plati: M/&,(n )]= 0
a pro stfedni hodnotu namétenych hodnot plati: M/y(n )] = va(n ) = flu(n ).q./.

Stochasticky model se pak da znazornit:

&v(n)

u(n) deterministicka | Yd(n) ® y(n)

¢ast modelu

Obr. 56 Znazornéni stochastického modelu

Pifedmétem identifikace je odhad ¢, .

Podle zpisobu vyjadieni zavislosti mezi vstupnim a vystupnim signdlem deterministické casti

stochastického modelu hovofime o modelech.
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Ptehled stochastickych metod

1) Ve tvaru impulsni charakteristiky (pouziva se pfi identifikaci korelacni analyzou)

&,(1) = (1) = [ g(A)u(t - A)d2 (213)

kde v, (1) = ]?g(/l)u(t - A)dA

Predmétem identifikace je uréeni potadnic impulsni charakteristiky. V diskrétnim tvaru lze psat:

£,(k) = y(k) = 3 g (i) - u(k —1) (214)
Yalk) =2 g(0) - ulk —i) (215)

2) Ve tvaru prenosu — Laplaceova obrazu (uzivame pii identifikaci adaptivnimi modely)

E(p)=Y(p)- %U(m 216)
_M(p,B)
Fp) = AU @17)

Predmétem identifikace je odhad tvaru pienosu a koeficientd «;, ;.

3) Ve tvaru diferencni rovnice (uziva se pii identifikaci metodami regresni analyzy — metodou

nejmensich ¢tverci MNC, zobecnénou metodou nejmensich ¢tverci ZMNC, metodou maximalni

vérohodnosti.
_ _B(z)
&, (k)= y(k) A x(k) (218)
_B(z™)
Ya(k) = 4 x(k) (219)

Predmeétem identifikace je odhad fadu diferen¢ni rovnice a koeficientl a;, b;.
Mezi modely rozliSujeme:
a) modely linearnimi resp. nelinearnimi v proménnych u a y

b) modely linedrnimi resp. nelinedrnimi zéavislosti v parametrech g;, ¢imz rozumime linedrni resp.

nelinedrni zavislosti mezi proménou € a parametry g;.

Prvy zptsob tfidéni modelll soustavy vyplyva z teorie automatické regulace, kde toto tfidéni je

podstatné z hlediska syntézy obvodu.
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Druhé déleni z hlediska linearity i nelinearity v parametrech vyplyva ze zvyklosti matematické

statistiky pfi odhadu parametri metodou regresni analyzy.

U modeli linearnich v parametrech je chyba vystupu v linearni funkci parametrd g,, takze k jejich
odhadu Ize uzit metod linearni regrese. Nelze-li linearity dosahnout je téeba uzit nékteré z iteracnich

metod vypoctu.

Odhad koeficienti vychazejici z chyby vystupu &,(k), kterd ma charakter nekorelovaného Sumu je

odhadem nestrannym, t.j. M/ q,]=q;.

Model soustavy vychazejici z formulace chyby rovnice

Vyhoda nestrannosti odhadu parametrit modelu vychdzejici z chyby vystupu je zastinéna
skutec¢nosti, Ze model je nelinearni v parametrech (viz. diferencni rovnici modelu). To by vedlo na

feseni nelinearnich algebraickych rovnic. Proto nasobime diferenéni rovnici polynomem A(z”).
k) = &) . A (") (219)
&(k) = A () y(k) — BE)x(k) (220)

Tento model je linearni v parametrech. Chyba rovnice &(k) je vystupem z filtru 4(z”) a i

v ptipade¢, ze ¢, (k) je chybou nekorelovanou, je ¢ (k) chybou korelovanou.
(Napt. v ptipadé A =1+az’ je e(K) = (k) + agy(k-1))

Nahodna ¢isla posloupnosti &.(k) jsou korelovana koeficientem a. Existence korelované chyby se
projevi v jednostranném odhadu parametri modelu. To je cena, kterou platime za pouziti linearni

regrese k odhadu parametrti. Blokova schéma modelu je na obr 57.

lsr(k)

1
A(z - )
eu(K)
u(k) igz-:; Ya(k) ® §<k)
z

Obr. 57 Stochasticky model s chybou rovnice
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2 Shrnuti pojmu

Model soustavy vychazejici z formulace chyby vystupu, model soustavy vychazejici z formulace

chyby rovnice.

P 4 Otazky

1. Charakterizujte model soustavy vychézejici z formulace chyby vystupu

2. Charakterizujte model soustavy vychazejici z formulace chyby rovnice.

6.2. Metody pro odhad parametrii

Cas ke studiu: 2 hodiny

@ Cil Po prostudovani tohoto odstavce budete umét

e definovat princip zakladnich metod pro odhady parametrt.

LI Vyklad

K odhadu parametri soustavy ¢i poradnic impulsni charakteristiky uzijeme metod statistickych
odhadtl, nejcasteji metod regresni analyzy, majicich vesmés spolec¢ny zaklad spocivajici v tom, Ze ma
byt minimalizovano kritérium pfiléhavosti mezi experimentalné ziskanou odezvou a vystupem
modelu. Timto kritériem je nejcastéji soucet ¢tvercti chyby vystupu nebo chyby rovnice. Odhady ¢;

jsou odhadovany tak, aby minimalizovaly toto kritérium.

Zde je uvedeno ne€kolik zakladnich statistickych metod odhadu parametr na kterych je vétSina
stochastickych metod zaloZena. Metody se aplikuji pro odhady statickych modelt, ale daji se pouzit i

na modely popisujici dynamické chovani soustavy.
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Metoda nejmensich ¢tvercu

Pii metodé nejmenSich ctverc se odhady parametrtt vy; ziskavaji na zaklad€ kritéria
minimalniho souctu kvadratii chyby e(k). Chybova funkce S nabyva minima, jsou-li parcialni derivace
podle jednotlivych parametrd rovny 0. Ziskame tak soustavu » rovnic o » neznamych a jejim feSenim

jsou odhady parametrd v;.

Tato metoda vyuziva vektorové—maticového zapisu, ktery je prehledny, umoziuje jednoduchy

zapis slozitych vyrazi a usnadnuje programovani algoritmii.
Zakladni algoritmy pro odhad parametrit metodou nejmensich ctvercii

Metoda slouzi pro jednorazovy odhad parametrii pouzitim celého souboru nékolika méteni,
coz klade narok na pamét pocitate. Navic vypocet vyzaduje ureni inverzni matice, kdy se mutize
objevit problém s regularitou matice. Tyto numerické potize motivovaly rozvoj algoritmi, které
zabranuji zhrouceni i v numericky Spatné¢ podminénych piipadech a umoznuji rekurzivni zpracovani
dat, napi. ortogonalni transformace (neboli elementdrni rotace), Choleskyho faktorizace, LDU

faktorizace.
Metoda nejmensich ¢tvercii s exponencidlnim zapominanim

Pti pouziti metody nejmensich ctverci je vliv vSech parti vstup — vystup na vysledné odhady
parametrd stejny. Tato vlastnost je nevyhodna, pokud ma identifikovany systém Casové proménné
parametry nebo pokud je nelinearni. V téchto piipadech je vyhodné&jsi pouzit rekurzivni metodu

nejmensich ¢tvercl s exponencidlnim zapominanim, kde novéjsi data maji na odhady parametra vétsi

vliv nez data starsi.

Metoda nejmensich ¢tvercli s exponencialnim zapomindnim muze byt pievedena na Cistou
rekurzivni metodu nejmensich ¢tvercti volbou ¢=1. Niz§i hodnoty ¢ vedou k rychlej$imu zapominani
starSich dat a tim rychlejsi reakci algoritmu na zmény v identifikované soustave. Volba koeficientu ¢
je individualni a zavisi na vztahu periody vzorkovani a dynamiky identifikovaného systému. Vétsinou

je v8ak vhodné volit koeficient v rozsahu 0.90,0.99. [10]
Metoda nejmensich ¢tverct s adaptivnim smérovym zapominanim

Metoda exponencialniho zapominani mize byt dale vylepSena adaptivnim smérovym
zapomindnim. Pfi pouziti této metody je koeficient zapominani ménén v zdvislosti na prab&hu

vstupniho a vystupniho signalu identifikované soustavy [10].
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Metoda maximalni vérohodnosti pro odhad parametra

Metoda maximalni vérohodnosti je metoda pro nalezeni statistiky (vztahu pro vypocet
odhadu), ktera nejlépe odhaduje hledany parametr rozdé€leni zakladniho souboru. Postup pftiblizime
ptikladem. Mame vybér, tj. nékolik namétenych hodnot ndhodné veli¢iny (napt. 7 hodnot na obr. 58),
u které predpoklddame normalni rozdéleni s nezndmym parametrem p, ktery odhadujeme. Pro
zjednoduseni predstavy predpokladame, Ze zname smérodatnou odchylku ¢ tohoto rozdéleni. Umime
tedy vypocitat tvar rozdéleni, ale nevime, kam je umistit na osu hodnot. Pro kazdou nameétenou
hodnotu x; mlzeme vypocitat hustoty pravdépodobnosti f(x;), pokud dosadime né&jakou
predpokladanou hodnotu, kterou by mohl mit hledany parametr p (tj. pokud néjak umistime rozdéleni
na ose X ):

1 _(xi_#)z

f(xihu)zﬁ

f(x)

obr. 58 Metoda maximalni vérohodnosti

Vytvotime funkci, kterd se nazyva vérohodnostni (L) a u spojité ndhodné proménné se pocita
jako soucin hustot pravdépodobnosti v namétenych bodech pti dané zvolené hodnoté p: L= f(x;, n)-
f(x,, p)-... f(xy, p). Jedinou proménnou v této funkci je hledany stfed rozdéleni p. Ménime-li
predpokladanou hodnotu p, posouvdme rozdéleni po ose a meéni se i hodnota funkce L. Jako
maximalné vérohodny odhad p volime pravé takovou hodnotu, pro niz L dosahne maxima. Tehdy
poloha rozdéleni nejlépe odpovida rozlozeni naméfenych bodd. Posouvani rozdéleni podél osy x je
znazornéno na obr. 58. Je-li stied rozdéleni pfili§ posunut mimo naméfené body, hodnoty funkce
f(x;, W) jsou malé a vérohodnostni funkce L je nizka. Funkce L roste, posouva-li se stied rozdéleni
nckam mezi naméfené body. Pii feSeni vérohodnostni funkci L obvykle zlogaritmujeme, ¢imz

opakovana nasobeni piejdou na soucet logaritmti a pak jiz maximum této funkce nalezneme na
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zakladé diferencidlniho poctu (pro maximum je 1. derivace rovna nule, a 2. derivace je zaporna).
Resenim naseho piikladu bychom zjistili, Ze maximalné vérohodnym odhadem parametru p je primér
vybéru, ktery je pouzivan jako odhad stiedni hodnoty dle Cebysevovy véty. (Metoda maximalni

vérohodnosti ve specidlnich pfipadech pfechazi v metodu nejmensich ¢tverct.)

Metoda pridavnych proménnych

Metoda ptridavnych proménnych je modifikaci metody nejmensSich cEtverc. Je snadno
aplikovatelna a pomaha zmirnit tvrdé podminky metody nejmensich ¢tvercti, bez jejichz splnéni nelze

ziskat konzistentni odhady [4].

Metoda Monte Carlo

Monte Carlo je tida algoritmil pro simulaci systémt. Jde o stochastické metody pouzivajici
pseudonahodna ¢isla. Typicky vyuzivany pro vypocet integralll, zejména vicerozmérnych, kde bézné
metody nejsou efektivni. Metoda Monte Carlo ma Siroké vyuziti od simulaci experimentl pfes
pocitani urcitych integrali az tieba feSeni diferencialnich rovnic. Zakladni myslenka této metody je
velice jednoducha, chceme urcit stfedni hodnotu veliciny, ktera je vysledkem nahodného déje. Vytvori
se pocitacovy model toho dé€je a po probéhnuti dostatecného mnozstvi simulaci se mohou data

zpracovat klasickymi statistickymi metodami, tieba urcit primeér a smérodatnou odchylku.

Rozlisuji se dveé varianty metody Monte Carlo: analogovy a neanalogovy model.

2 Shrnuti pojmu

Metoda nejmensich ¢tvercil a jeji variace, metoda maximalni vérohodnosti, Monte Carlo

P 4 Otazky

1. Vyjmenujte zakladni metody pro odhad parametrii soustavy.
Charakterizujte princip metody nejmensich ¢tvercti.

Charakterizujte princip metody maximalni vérohodnosti.

el A

Charakterizujte princip metody Monte Carlo.
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6.3. Metoda nejmensSich ¢tverci

Cas ke studiu: 3 hodiny

@ Cil Po prostudovani tohoto odstavce budete umét

e popsat metodu nejmensich ¢tverct,
e stanovit odhad parametri soustavy s vyuzitim metody nejmensich ¢tverct.

LLIJ| Vyklad

Predpokladejme, Ze deterministickou Cast stochastického modelu 1ze popsat diferencni rovnici

AE")ya(k) = B(z") . u(k) (221)

rovnice stochastického modelu je

B(z™")

&,(k) = y(k) - 1

u(k) (222)

Zvolme tvar pseudonahodného signalu pfivadéného na vstup soustavy dle nasledujiciho obrazku [7].

u(k)
1 2 3 4 5 6 7
——————
k
Nameétené hodnoty jsou {u(k)}, {y(k)}
hledané parametry jsou g;
odhad parametrii je ¢,
yi(t)
y(k) F% L s Ao
4 5/ 7
R A
‘ N AR "W\7 k
T~y :
Y4

Obr 59. Prubéhy vstupnich a vystupnich veli¢in identifikované soustavy
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O diskrétnich hodnotach u(k), y(k), &k) 1ze tici:
u(k) je znamou funkci ¢asu
v(k), &(k) jsou realizace SENP a plati
He(k) =0 0.’ = konst.
& (k) je nekorelovana chyba t.j. Reg,6,(i) = o pro i=0
0 pro i=>]
rozlozeni ¢,(k) nezname

Aby deterministicky priib¢h odezvy yq(k) pfiléhal co nejlépe bodiim y(k) ur¢ime parametry 4, ,Bl. tak

aby

J, =Y &’ (k) > min (223)

N—i
v
k=

Odhady ¢, bychom vypocetli z podminkovych rovnic

oJ Mg (k)
Y=2 E v k=0 224
oa oa £.(6) (224)

i k=1 i

o, _ 2y %,(5) . (k) =0 (225)
k=1

ob, ob,

1 1

Rovnice vyjadiuji princip metody nejmenSich ctvercli. Odhady parametrti ziskané timto

zpisobem budou nestranné t.j. plati M/ q]]/=g; ale protoze &,(k) je nelinearni funkci parametrti, vede

odhad na nelinearni regresni analyzu a na feSeni soustavy nelinearnich algebraickych rovnic.

Abychom mohli uzit metody linearni regresni analyzy vychazime z rovnic stochastického modelu:
&(k)=A(z").y(k) — B(z").x(k) (226)
kde g(k)=A")&,(k) &(k) je chybou rovnice a je korelovana
Hk) =0 O = konst.
R, .= O'grz pro i=0
rizné od nuly pro i >/

Aplikujme nyni MNC:

=

—i

J, =Y &’ (k) > min

v v

>
N

168




Ptehled stochastickych metod

odhady a;, b; uréime z rovnic

—r =0 227
o, (227)
oJ
Y =0 228
ob, (228)
Resime soustavu rovnic
N1
> vk —i)e, (k)=0 i=1,2,..n (229)
k=1
N"-1
> u(k —i)e, (k) =0 i=1,2,..n (230)
k=1

Rovnice je mozno povaZovat za korelacni funkce Rys (i), Rue(i). Odhady ziskané z rovnic budou
nestranné, jestli funkce za sumacnim znakem budou nekorelované. Této podmince rovnice
nevyhovuji. Odhady budou jednostranné. Je proto potiebné, aby uroven uzitecného signalu podstatné
prevysila urovei Sumového signalu.

Dalsim zdokonalenim metody je zobecnéld metody nejmenSich ctvercl, metody maximalni

vérohodnosti. Cilem je ziskani nestrannych odhadii a uziti metod linearni regrese k jejich odhadtim.
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Reseny priklad

N
AN

Zadani

Identifikujte soustavu metodou stochastické identifikace pti predpokladu, Ze identifikovana

soustava mé charakter proporcionalni soustavy 1.fadu a na soustavu jako vstupni signal byl

privadén Heavisidetiv jednotkovy skok.

Reseni:

Soustava byla zmétena pét krat (yl,y2, ..., y5) v pravidelnych ¢asovych intervalech At = 0,5.

0.0
0.5
1.0
1.5
2.0
25
3.0
3.5
4.0
4.5
5.0
5.5
6.0
6.5
7.0
7.5
8.0
8.5
9.0
9.5
10.0
10.5
11.0

y1
0.00
0.39
1.09
1.18
1.52
1.62
1.62
1.81
1.91
1.82
1.93
1.95
1.96
2.01
1.98
1.99
1.82
1.99
2.00
2.06
2.00
1.90
2.00

y2
0.00
0.51
0.88
1.16
1.36
1.58
1.61
1.82
1.74
1.85
1.82
1.91
1.86
1.80
1.88
1.95
1.89
1.93
1.89
1.95
1.90
1.96
1.90
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y3
0.00
0.54
0.84
1.31
1.45
1.62
1.80
1.83
1.95
1.95
1.99
2.04
2.04
2.07
2.07
2.02
2.08
2.09
2.02
2.09
2.02
2.10
2.04

y4
0.00
0.50
0.86
1.29
1.30
1.62
1.54
1.74
1.66
1.70
1.84
1.75
1.70
1.77
1.93
1.79
1.90
1.79
1.93
1.80
1.86
1.80
1.80

y5
0.00
0.67
1.05
1.46
1.58
1.64
1.86
1.83
2.00
1.98
2.07
2.14
2.1
1.91
213
2.03
2.14
2.04
2.14
2.05
215
2.08
215
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Z jednotlivych prubéht vystupni veliCiny byl statistickym primérem stanoven reprezentativni pritbéh

vystupni veliCiny identifikované soustavy (yp).

T
0.0
0.5
1.0
1.5
2.0
2.5
3.0
3.5
4.0
4.5
5.0
5.5
6.0
6.5
7.0
7.5
8.0
8.5
9.0
9.5
10.0
10.5
11.0

Yp

0.00
0.52
0.94
1.28
1.44
1.61
1.69
1.81
1.85
1.86
1.93
1.96
1.93
1.91
2.00
1.95
1.97
1.97
2.00
1.99
1.98
1.97
1.98

Pro identifikaci byla zvolena metoda nejmensich &tverci s vyuzitim funkce ,,Resitel“ v MS Excel.

Jako kritérium bylo zvolen soucet kvadrati odchylek modelu identifikované soustavy a

reprezentativniho pribéhu .

K=Z:e2 — min

vt

Identifikovany prostor byl ohrani¢en 0,0001 <=k <= 10; 0,0001 <= T <= 10.

Hledané parametry:

k=1.9838

T=1.5206

Kriterium = 0.0097
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0.0
0.5
1.0
1.5
20
25
3.0
3.5
4.0
4.5
5.0
5.5
6.0
6.5
7.0
7.5
8.0
8.5
9.0
9.5
10.0
10.5
11.0

Yp
0.00

0.52
0.94
1.28
1.44
1.61
1.69
1.81
1.85
1.86
1.93
1.96
1.93
1.91
2.00
1.95
1.97
1.97
2.00
1.99
1.98
1.97
1.98

Ym
0.00

0.56
0.96
1.24
1.45
1.60
1.71
1.79
1.84
1.88
1.91
1.93
1.95
1.96
1.96
1.97
1.97
1.98
1.98
1.98
1.98
1.98
1.98

Odchylka odchylka2

0.00
-0.04
-0.01
0.03
-0.01
0.01

-0.02
0.02
0.01

-0.02
0.02
0.03
-0.01
-0.04
0.03
-0.01
-0.01
-0.01
0.02
0.01

0.00
-0.02
0.00

0.0000
0.0013
0.0002
0.0011
0.0001
0.0002
0.0005
0.0004
0.0002
0.0005
0.0004
0.0007
0.0001
0.0019
0.0010
0.0002
0.0001
0.0001
0.0003
0.0001
0.0000
0.0002
0.0000

Identifikovana soustava pii vyse uvedenych predpokladech ma tvar

t

h(t) =1,9838 - (1—e 52%)

Na obrazku je znazornéno srovnani reprezentativnich hodnot identifikované soustavy a vypocitané

vysledné ptrechodové charakteristiky jako zavislost jejich hodnot na Case.
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2.50

2.00

1.50

1.00

0.50

0.00

L ST A ATA AT A A AT A A

A
A
A

1 3 5 7 9 11 13

19 21 23

—=—Yyp

yM

1. Definujte matematicky princip metody nejmensich ¢tvercti.

Obr. 60 Identifikovana prechodova charakteristika

. Shrnuti pojmu

Princip metody nejmensich ¢tverci, zakladni vztahy

Otazky
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6.4. Metoda korela¢ni analyzy (MKA)

Cas ke studiu: 3 hodiny

@ Cil Po prostudovani tohoto odstavce budete umét

e popsat princip metody korelacni analyzy.

LLIJ| Vyklad

Pti vykladu o priichodu nahodného signalu linearni soustavou bylo ukazano, Zze odhad prubéhu

impulsni charakteristiky z rovnice [12].
&,() = (t) = [ g(A)u(t - A)d2 (231)
0
vede na fesSeni Wiener-Hopfovy (identifika¢ni) rovnice

Ruu(r) = Tg(/i)Ruu(r - A)dA (232)

Z pedagogického i praktického divodu je vhodné si ukazat, ze uplatnénim metody korelacni analyzy

k identifikaci systému je vliv Sumové slozky vnikajici do soustavy zcela potlacen [7].

Predpokladejme, Ze poruchova veli¢ina v(z) vnika do soustavy dle obr 61.

\LV(t)
2(t)
u(t) g,(t) \ y(t)

Obr. 61 Pisobeni poruchové veli¢iny na soustavu

oznacime-1i g,(¢) impulsni charakteristiku soustavy vzhledem ke vstupni veli¢in€ u(z) a g,(t) impulsni

charakteristiku vzhledem k realizaci v(z) obdrzime:
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y()= T g, (A)x(—-A)dA + ng (Av(t = A)dA (233)

kde n(t)= J. g, (vt —A)dA je Sumovy signal, ktery je superponovan na idealni pribéh
0

odezvy v,(0) = [ g(Du(t - A)d2 (234)
0

Pro proménné soustavy plati

Y(O)=y(t)+n(1) (235)
pro model
YO)=ya(t) +&(1) (236)
Uvazujeme nyni korela&ni funkci
17
R(uy)(t) = Ryu(—r1) = ;Egoﬁ£y(t)u(t —7)dt (237)

a dosadime za y(2)

T 0 T ©

R(uy)(z) = lim % [ut-7) { & /(Au(t = A)didi + lim % [ute- r).l 2,(A)(t — A)dAdt

-T -T

(238)
upravou ziskame:
© 1 T 0
Ray)(@) = [ @] lim— [t = vyu(e = )dr 2+ [ g,(2)
0 -T 0
1 T
[m - _J;u(t — (- T)dt}dl
Vysledkem je:
Ruy(r) = J.gl (A)Ruu(z — A)dA + j 2,(A)Ruv(z — A)dA (239)
0 0

JelikoZ u(t) a v(?) jsou nekorelované

je Ruv(t4)=0 a rovnice se zjednodusi
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Ruy(7) = Tgl (D) Ruu(r — A)dA (240)

Vyhodnocovacim procesem korelacni analyzy je vliv Sumové slozky zcela potlacen. Problém je ve

vypoctu impulsni charakteristiky z Wiener-Hopfovy rovnice.

Pti aktivni korelacni analyze pfivadime na vstup soustavy PNS. Jeho autokorelacni funkce je blizka

Diracovu impulsu, coz vede na zjednodusSeni

Ruu(7) = &)

Ruy(7) = ]?g(/i)5(r - A)dA

Ruy(7) = g(7)

Vzajemna korelacni funkce je pfimo umérna impulsni charakteristice soustavy.
Pii vlastnim feSeni se integral ve Wiener-Hopfoveé rovnici pfevadi na sumaci a rovnice se nahrazuje

soustavou algebraickych rovnic [12].

Ruy(r) = ig(iAt)Ruu(z’ —iAt) (241)

i=1
oznacime-li g; = g(iAt) 1ze pro kazdé 7 = At, 2At...mAt psat systém rovnic.
2 Ruu(0) + g@Ruu(At) + ... gnRuuf(m-1) At]=Ruy(At))
giRuu(At) + g@Ruu(0) + ..o gnRuuf(m-2) At] =Ruy(2At)
(242)
giRuuf(m-1)At] +v,Ruuf(m-2)At] + ......g,Ruu(0)=Ruy(mAt)

kde g; jsou poradnice hledané impulsni funkce, které ziskame feSenim uvedeného systému rovnic.

2 Shrnuti pojmu

Princip metody korela¢ni analyzy, zakladni vztahy

) Otazky

1. Definujte matematicky princip metody korela¢ni analyzy.
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